Uecteurs

et produit scalaire dans l'espace

Activités d'introduction

Vecteurs de l'espace

1.a.eth.
| G
N P
22
3B %B_C) + éﬁ
B — . |
152
2
2.a. b.etc.
H G
F
E
2— | K
JAEL o ﬂ |
iy : M
2
" 2 B
3

d. Le point K appartient a la face ABFE.
Le point L appartient a |'aréte [DH].
—_— o > > > 1= —= —
3.a.DH=DA+AL+LH=DA+_AE+AD +1L
— — 1=—=> — 2
=DA+AD+EDH+LH.

—

T 1= = . 1= — . —
Ainsi DH = EDH + LH soit EDH = LH soit DH = 2LH.

Manuel pages 89 a 106

b. C'est le sommet H.
- 5 = - = - s > >
BC + BA + BF = (BC + BA) + BF = BD + BF = BH.

Uecteurs colinéaires, coplanaires
1.a.w=i0,2w'=AB et -2w'= CD.
b. Dans le plan (ABC) : (AB) // (DC) donc A_B) et D_)Cco—
linéaires.
Dans le triangle ABD, | et O sont des milieux de deux
c6tés donc (/0) // (AB) donc IO et AB sont colinéaires.

. .= 2 - « s . — L
Alni)l 10, AB et CD sont colinéaires et donc w, 2w et
—2w sont aussi colinéaires.

— — —>
2.a.0=BC vV=DBetw=10.

b. Dans le plan (ABC)

3 ~>. 3 g =2 T R
«DB=DC+ CB=2I0+ (-B(C) et ainsiv=2w - u.
52 Y- =2 =g ..o - —
«BC=BD+ DC=-DB+ 20 etainsiu=-v+2w.

Se reperer

1. a. A se trouve a 300 m vers l'est et 100 m au nord
de O et a la méme altitude de 0, c’est-a-dire au bord
de la mer.

b. P(100;350; 100)
¢. B(-50;-50;0) et E(-=200;0;-100).
2. b. Dans ce plan, E'(-200; 0) et B(-50; -50)
donc E'B=+/[-50 - (-200)]2 + (-50 — 0)2
=+/1507 + (=50)°
=+/25000 = 50V/10.

C. F soyi0 B donc EB=v100%+ (50v/10)
=+/35000.

100

La distance entre le bateau et
3 I'épave est d’environ 187 m.

3. Non, car sur le graphique, la distance observée
entre les deux points ne tient pas compte de la pro-
fondeur.
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4, Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide
A - o
3] AL DTl e A N sscl <G
) Algébre @ ) Graphique 3D
® R=(-100, -50, -25)
® E =(-200, 0, -100)
® B =(-50, -50, 0)
@ BE =187.08
@ RE =134.63
Saisie:‘ e‘ @

" produits scalaires dans les plans de espace

1. ABCD est un tétraedre régulier donc toutes les faces

sont des triangles équilatéraux.

Ainsi (HD) hauteur du triangle BCD donc (HD) est aussi
une médiane et donc H est le milieu de [B(].

Dans le triangle ABC, H milieu de [BC] donc (AH) mé-
diane du triangle ABC mais aussi hauteur.

Ainsi (AH) L (BQ).

- =
ACBC=HCxBC=2x4=8.
2.a.-Dansle plan (BCD) ;

« Dans le plan (BCD) ;

« Dans le plan (ABK).

- >
b.CD+BC=CDXKC=4x(-2)=-8.
- U —

BD « OD = HD x OD.

OrHD =&+ 2= 25 et OD = %HD.

Ainsi BD + OD = 2\/_>< ><2\/_—

37
AB - AK = AB x AK.

Or AK = BK = HD = 2+/5. Cela signifie que ABK est un
triangle isocéle en K donc K’ est le milieu de [AB].
T S p—— 4
A|n5|AB-AK=AK’-AK=4><E= 8.
3.a.Dans le plan (BCD), (BC) L (HD) donc BC - HD =0.
H
Dans le plan (ABC) (BC) L (AH) doncBC-A

- > > —

— = =
b.BC-AD=BC- (AH+HD) BC+AH+BC+HD
=0+0=0.
c. Les droites (BC) et (AD) sont orthogonales.

Savoir-faire
E H G A /= A¢ et AC = EC. Ainsi [/ = EC.
— —
. Les vecteurs IJ et EG sont colinéaires.
F
K\’(‘ Hﬁiﬁ+_)F_G)etF_D)=I¥+§)I+I-TL))=—ﬁ)—I%)+I-Tb.
D C Ainsi EG et FD sont non colinéaires.
A B Kla. AC+HF AC+DB AI+IJ+JC+DI+IJ+JB

- = 1= 1= = 1= =

CK=BA+ DA+ AE=BA+ —(DA +AE)

277 2
1

— —_ = 1=
=BA + EDE: D+ EDE'
K est le centre de la face ADHE.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

(IA + ID) (JC + JB) +210
= —(EA) +FB+20=2J,

1= 1732
EA + 2HF donc IJ AC et AF sont coplanaires.

l

.
=
I
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Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

KEla.Dansle triangle HKG, J et K milieux de deux cotés
- = = =
donc 2JK = BH soit JK = EBH'

- . —
I&)BC i)EH doncB,C EetH sorﬂ)cog!analres donc BC,

BE et B_I-)I sont cgglanaires. Or JK et BH sont colinéaires
donc BC, BE et JK sont coplanaires.

i1 0 est le centre du cube donc O est aussi le centre
du rectangle ABGH. Autrement dit O isobarycentre de
A B, GetH.

De plus K milieu de [HG] donc K isobarycentre de H et
G et de méme L isobarycentre de A et B.

Ainsi {(H, 1), (G, 1)} = (K, 2) et {(A, 1), (B, )} = (L, 2) et
donc{(K, 2), (L, 2)}= (O, 4) donc O, L et K alignés.

H.0-vV(5:0;-5); Q20+vV(1:3:2);
e 30-V(=3:-4:-1).

— 23 12 4 6
AB(-6;2; 3doncAB———.
A8 (- ) 550555
OnnoteC(x;y;z)doncBC(x+4;y—5;z—1).
X+4:—£ X:—£

5 5

Ainsi! ,_5-4 = =2
y=27=75 y="75

6 1

z-1=-_ z=-—_.

5

5
Finalement C(-6,4;5,8;-0,2).

[H a. G, isobarycentre de A, Bet C
donc G, =bary{(A, /), (B, 1), (C, )}.

AinsixG1:%(xA+xB+xc):%><12:4.
R 1 11 1 5
Demémey =_—X-11=-—etz =_-X5=_.
Y6 =3 3 3 3
afe- 13}
3°3
1 1
b'XGzzm(_XA+2XB+4XC):§X35:7'
DemémeyG:—x(—40):—8et262:%x17:%.
17
G7; 8?)

Enercices d’entrainement

Vecteurs de l'espace

M a.AB = DC = HG = EF ;
- 5 = —
EH=FG=BC=AD;

- = o
EG=AC=IL;
—> 1=
HC= EML EB.

M a.AB-BH=AB« (BF + FH) = AB+BF + AB+ FH
— — R —
=0+AB-BD=0+ABx BA =-a
e T e i T U
b.AD<BH=AD+(BA+AH)=AD+BA+AD-A

=0+AD xAD =d
e —>
c.AJ+BH= (AB+BJ) BH=AB BH+BJ BH
:—a2+BJ><BG:—a2+m2/_xa\/§
=-a’+a*=0.
- — - > > =
d.AG-BH= (AB+BG) BH=AB+<BH+ BG+B
=-a+ (a2)?=d~

iF] DF = DA + DC + DH
1= 1 = 1 =
=axXx—DA+ax—DC+ax—DH.
a a a
H
Ainsi DF (a; a; a).
i I S - — 1=
IK:IH+HE+EK:—1/2HF+HE+2E
T~
—(HD + DC)

1= = —= 1
——E(DA+DC)+DA+2

- — 1=
=—_—DA+0DC - EHD'

N | —

Ainsi K ﬂ;o;—ﬂ).
2 2

o T B 1= =
GK:GF+FK:DA+EFA:DA+
— 1= 1=
=DA- —DC- —DH.
2 2
PR ﬂ. _a
Ainsi GK(a - 2)

%(c_z’) +AD)

b.ﬁ-‘-l?):ax%+a><0+ax(—— =
D_F)-@)(:axa+a><(—£)+ax(—ﬂ)
2 2

=a2+2x(—‘§):o_

Ainsi (DF) L (IK), (DF) L (GK) et (IK) et (GK) sont deux
droites sécantes du plan (/GK) donc (DF) L (IGK).
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(e}
A
Il
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X
| + X
(w)
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+
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an o
b
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>
=
l +
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()
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>
"1
+

()
+
()
Lo 8l
I« |l
ol Ql
Q_ —

- > = - 9 —
+IC+ Gl +ID=2Gl+ 0= 2Gl.
vité de BCD, cela S|gn|ﬁe que
donc GB + ZG/— 0 donc GB= 2GI

tre r

Q

1T H
[N -Y)
N

1S 8

Al

n o
oo
=+
+ a
()
+
+ &
S

n

—> —> —
Mme & MA+ MC= MB+ BA+ MD+ DC
—_— > >
= MB+ MD+ BA+ DC. N
Or ABCD gst un parall¢logramme, donc AB= DC. |
Ainsi MA+ MC= MB+ MD+ BA+ AB= MB + MD.

Démonstration de la réciproque
- — o
Avec M_)z Di;n a _PA ipC =DB+ DD
doncD_Q:D_B;+O+AD
donc DC = AB donc ABCD est un parallélogramme.

-

M a. MA + MB= M + IA + Mi + iB= 2M] + 0. (/ milieu
de [AB)).
—_— —> —_ s > —
MC+ MD =2MJ+ JC+ JD =2MJ.

_ s — —> — —
b. MA+MB MC+MD©2MI 2MJ
@MI-MJ@ IM JM@IM JI+IM© 0 JI
Or ABCD non coplanaire donc / # J donc i'% 0.
Ainsi, il nfexiste pas de M de l'espace tel que
MA + MB =MC + MD.
L'ensemble cherché est donc I'ensemble vide.

.
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- = = o - s | - =
b.-0C=0/+0J < (0J+J()=0/+0J <= JC=0I
< 0ICJ parallélogramme.
e e - =
«Deméme, OA=0J+ 0K <= JA=0K
< OKAJ parallélogramme.
- = = - =
+ OB = 0K + Ol < IB= OK < OKBI parallélogramme.
i e - = >
«05=0/+0J+0K< 05=0C+ OK
e e A U - > >
< 0C+(C5=0C+0B-0l<(C5=0B+10
-
< (5 =1IB < IBSC parallélogramme.
I e - = = -
«05=0/+0J+0K< 0C+(C5=0C+ (0A-0)J)
- > - -
< (5=0A+J0<=(C5=JA
< JASC parallélogramme.
¢. OICJKBSA forment un parallélépipéde.

Vecteurs colinéaires, coplanaires

1. 0ui; «Non; «Non; - Non.
B].0ui;  +Non; - Oui; « Non.
M.EA;  -HD; - DK; -FB.
il (EH);  +(EHG);  «(EF); - (L);
< (KL); « (AEQ).

- 2 -

FE ' =AB - 2BC + CA=AB + 2CB + CA=CA+ AB + 2CB
— —
=3(B=-3BC.
[l existe k = -3 tel que i = kBC donc i et BC sont coli-
néaires.

— - = 2
EE2£A+4EB 5EC-ED=0
— — — = = o
< 2FA + 4FA + 4AB - 5EA - 5AC—EA—AD =0
— = o
< 4AB-5AC-AD=0

Ainsi il existe un couple k et k'tel que AD = kAB + KAC
donc AD, AB et AC sont coplanaires. Cela signifie que
A, B, C et D sont coplanaires.

-

a.+ CB = 2JI = =21 Tvecteur directeur de (CB).

- > 5 -
«AB=AD + DB =k - J'; k - Jest un vecteur directeur
de (AB).

- o =
« DC= DB + BC = -+ 21 2T Jlest un vecteur directeur
de (DC)

—

“AC=AB+BC=k — 7+ 27 27T+ K est un vecteur
dlrecteur de (AQ).
b.- AB et BC sont un couple de vecteurs directeurs du
plan (ABC) donc k - — J'et 2r'forment un couple de vec-
teurs directeurs de (ABC).

— —
- De méme, BC et CD soit 2i’et —27"+ J'forment un
couple de vecteurs directeurs du plan (BCD).
R - = 9 9

«De méme, AB et AD soit k —J’et k forment un couple
de vecteurs directeurs du plan (ABD).
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Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

— — -
- De méme, DC et AC soit 27"~ et 27"~ '+ k forment un
couple de vecteurs directeurs du plan (ADC).

Eda.

—

Ainsi il existe k = By tel que IL = k(BC + AD) donc L et

_> _) . Ve .
BC + AD sont colinéaires.

- 1= = 1= - —>
¢.lJ=—BCet KL=—BCdonclJ=KL.
. I T .
Ainsi IfKL et AL sont coplanaires.

d. K et L sont les milieux de [BD] et [DC] donc ﬂ)et B_C)
sont colinéaires.

-  —
Donc KL et BJ sont des vecteurs directeurs de (ABC).

Par contre, A € (ABC) et K & (ABC) donc ﬁ(non direc-
teur de (ABQ).

- =
Ainsi KA, KC et BJ ne sont pas coplanaires.

Ba.  H E
_)
E 34— Ttk
_)
. o
A ‘:‘:::"—"

_’
b.7, et k ne sont pas coplanaires puisque (A ; 7]}
forme le plan (ABC) et (AE) est une droite orthogonale
au plan (ABC) donc k ne peut pas étre une combinai-
son linéaire de et .
_)
¢. Non puisque k ne peut pas sexprimer en fonction
deTet]
_}
d. Les vecteurs 7+ et T+ J+ k sont des vecteurs direc-
teurs du plan (ACG). Or T'n'est pas un vecteur directeur

de ce plan, donc ces trois vecteurs ne sont pas copla-
naires.

-81-

B 1. a. SE est un_combinajson linéaire de SB et SC
donc les vecteurs SE, SB et SC sont colinéaires et ainsi
S, E, Bet Csont coplanaires.

3 3 12
b.BE=BS+SE=BS+ 3B+ 15C= ( -1)5 +15¢

R 4
—

— —
—*SB + fSC =—(BS+5C) = fBC.
47 4 4 4
. . H H . 7
Ainsi BE et BC sont alignés.
2.a.Commeau1.a.5, F, Bet Csont des points copla-

naires.

b. On conjecture que quelle que soit la valeur de p, les
points B, F et Csont alignés.

¢. Pour un réel p non nul,
2 2 2 52, pP- 1= 1=
BF=BS+SF=BS+ P SB+ES
=2.p-133 l—) p- p—>+l

SB +

—

B+

RSN

BS+50) = BC

p _, _,Pb
Ainsi BF et BC sont colinéaires et donc B, F et C sont
alignés.

_1

—

Repérage

B C(1;1;0);AH(0;1;1);G(1;1;1);DG(1;0;1).

S5;-15-1).

=g
5

<, &
S
|
N
<L
+

‘_\ =g}
S
I <1

= N
®

R

— — —
b.AB(1;0;2);BC(-1;-1;);CA0;1
H
¢ |[AB|]?=12+02+22=5;
— —
||BC||?> =3 et ||CA||>=10.
ABC n'est pas rectangle puisque CA? = AB* + BC2.

d.f-1 i ; ;),J(—1;%;—%)etK(—%;Z;—Z).

;=3).
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ﬂ Uecteurs et produit scalaire dans l'espace

Ma.(0A) L (OC)donch_jDememe/J_keth_k
1
_) = — = |— = — =
Deplus||/||—||4OA|| |4|||OA|| 4><OA 1.

A - 7
De méme ||7|| =1et||k]|=1.
_}
(O; 7,7, k) est un repére orthonormé.

b. ) G 0(0;0;0);A4;0;0);

L p B(4;4;0);C(0;4;0);

E E(4;0;4);F(4;4;4);
o ! G(0;4;4);H(0;0;4).
e c 1(2;4;2);K@4;0;1)

Kx etL(2,5;0;4).

A B

ci|/ﬁ|2—4 27+ (0-47+(1-2)=21.

][ = (2,5 - 2)7 + (0 - 4)? + (0 — 4) + (4 - 2)2 = 20,25.

ILKI[2 = (4 - 2,57 + (0= 02 + (1 - 4) = 11,25.

IKL est quelcongue car il n'a pas deux c6tés de méme
longueur et ||/K|| # ||IL||> + ||LK]|> donc il n'est pas rec-
tangle.

H AB(-3;1;2)et (D (-3;1;2).
H
Ainsi AB = CD donc ABDC est un parallélogramme.

—

M AB(1:3:-9) et AC(-13:-39;117).
— —
Ainsi AC=-13AB donc A, B et C sont alignés.

Ma.0C(1;2;7), 204 (-2;2;4),et 308 (3;0; 3). Ainsi
20A+30B(1;2;7)etdonc20A +30B=0C.

b_)aé estune @)mbirgison linéaire des vecteurs 5)4 et
OB donc OC, OA, et OB sont des vecteurs coplanaires
et alors O, A, B et Csont des points coplanaires.
— —
1;0;5),AC(-2;-2;-2)etDE(-4;-2;8).

M a. AB (-
e — -4=-x-2y
b. DE=xAB+yAC<{_» =-2y

8=>5x-2y

—4=-—x-2 x=2
<:>y:1 < y:1
8=5x-2 X=2.

Ce systéme admet un unique couple solution (2 ; 1)
donc DE = 2AB + AC.

- — —
¢. Les vecteurs DE, AB et AC sont coplanaires donc (DE)
est incluse dans le plan (ABC).

—

M a.Dans le repere (A ;ﬂ?), A_C), AD):

1.,. 0.2 7l 1.4.2
I(E,O,O)etL(O,O,?))donclL 2,0,3).
e e —
AJ=AB+BJ=AB+ 2/3BC.

— — 1 2
Or AB(1:0:0) et BC(=1: 1 'O)doncﬂ(—;g;o).
12 12
A|n5|.l(§,§,0) tu( I o)

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

PuisD(0;0;1),C(0;1:;0) ethllleude [DC]
1 s
doncK(O — —) Ainsi IK( b 5 2)

b. Voyonsgl il existe_un triplet de réels non tous nuls
tels que xIL + yIK + zIJ = 0.

Cherchons a résoudre le systeme suivant :

11 11
L S P LV SV P
76 X726
12 1.3
2y+3z—0 = zZ= 2y><2
2 1 ]
3x+2y—0 X= 2y><2
X:—é )(:—i
i g
ol z=-3 < z=—§y
4 4
103y 1 1(3
L2y -y o320 |o=0
2( 4y) 2 6( 4y)

-
Avecy=4,x=-3etz=-3.DonclJ,IKetIL sont copla-
naires.

Barycentre

A a. G =bary{(4, 3), (D, 3)}.
b. G milieu de [AD].

M a. G(1 +2(-1)+3(2) . 1+2(1)+3(0) .1 +2(O)+3(3))

I !

1+2+3 1+2+3 T+2+3
50|tG— -

6 2 3
b G,( 21)+3(=1)- 2(2).—2(1)+3(1)—2(0).—2(1)+3(0)—2(3))
) 2+3-2 " -243-2 " -2+3-2
soit G'(9; -1 8).
c/(——z) d.H(2;2;7)

3'3'3

Mla.l= bary {(A, 1), (B, 1)} et J=Dbary {(B, 1), (C, 1)}

b. K=bary{(A, 1), (B, 1), (B, 1), (C, 1), (H, 1)}
=bary{(/,2), , 2), (H, 1)}

Et ainsi, pour tout pomt M de l'espace,

SMK = 2M] + 2MJ + 1MH

et pourM =/, SIK— 2/J+ 1IH.
Ainsi/, J, K et H sont coplanaires.

Bla.G=bary{(4,1),(8,1),(C1), (D, 1)}
= bary{(A, 1), (H, 3)}.
b.G =bary{(A,1),(8,1),(C,1),(D, 1)}
=bary{(/, 2), U, 2)}.

fH a. / milieu de [SO] donc I = bary{(S, 4), (O, 4)}.
Or O centre du carré ABCD

donc O =bary{(A, 1), (B, 1),(C, 1), (D, 1)}
donc/=bary{(s, 4), (A, 1), (8, 1),(C, 1), (D, N}
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b.A(0;0

etC(1; l;l;l.
44 2

Ainsi E= bary{( ,—i), (

b.A_>F=%R©A -

A|n5| FB =

FB et CE sont donc colinéaires et les droites (FB) et (CE)

sont paralléeles.

Produit scalaire

E-A_B)-ﬂ))=0;

—_ > — —

«AB-AC=AB X AB=a?;

—_ o > >

*AB-HD=AB-EA=0;

—_ 5 >

-AB~HG:AB-AB:az,

—_ o > >

«AB-DG=AB-AF=ABxAB= a’;
- o — —

«AB+BA=ABXBA=ax(-a)=-a%

55T 7:3><2+1><(—1)+(—5)><0:5.
) - o
e2U3v=(2X%x3)xXUu-v=6x5=30.
- 1- ( 1)(1))(_’ - 5
—Ue—_v=(- V=—-—_.
s UtV ET,

X(B+2)+1x0+(-5)%x(-5+0)

M a.AB-AC=AB x AB = (AB) = 16.

=40.

-83 -

—_ = = = —_ = = =
AB<AC=AB-(AB+BC)=AB-AB+AB-B
AB*+0=AB*=16.
— —> —_ = — >
b. BE - KL = (BA+ AE) « (KJ + JL
—_ D o = s = = —>
=BA<KJ+BA-JL+AE-KJ+ AE-J
—_ = = — — —
=0+BA-AE+AE-AD + AE- A
=AF*=1.
—_ s =D = >
EF-E :EF-(EI+IL+LJ)
_)
=E EI+EF IL+EF LJ

—FFx ;EF+O+EF - EA
1

_lgp_g,
>

1

>

Puisque le triangle ABD est équilatéral et ainsi [/D] est
une médiane mais aussi une hauteur.

Ea.-@-A_D):ABxAI:%ABZ:

- — ] R , .
«AB-AC= 7 Méme démonstration.

i s - e

b.AB-CD=AB+(CA+AD)=AB-CA+AB-A

l
o 2
|

+
Ainsi (1)) L (AB).

Mla.AB=V(5-(-3)2+(3-2)+
AC=(1-(=3))>+(=5-2)2 + (-

— —
b.AB(8;1;4)etAC(4;-7;-4):
AB-AC=32- -7-16=9.

— — — = =
c¢.AB- AC—||AB||><||AC||><cos (AB, AC)

/\

©9—9><9><cos(AB,AC)

a2 ]

AB, AC) = 9"
Ainsi mes (AB AQ) =

>

< (os (A

1,5 rad.

o9 , 0
59]{ j, k) base orthonormée de I'espace donc il existe
un unlque trlplet de reels (a,b,0)

telqueu al+bj+Ck
5 o o
Pwsu I—(al+bj+Ck) ei=ai-i+0+0=a.
-5 o ) - o -
Demémeu-j=0+0bj-j+0=betu-k=ck-k=
5 9 997 5 99 o9 9 -5
Finalementu=(u+i) i+ (u«j)j+ (usk) k.

1l
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ﬂ Uecteurs et produit scalaire dans l'espace

Ma.u-v=3x3+4x0+(-5)x (-3) = 24;
_)
||u||—\/32+42 (-5)2=+/50;
577+ 3Pt
||u+v||—\/3+3) (4+ 02+ (-5-322=1/1T6.
b.u- v-||u||><||v||><cos W, Vﬁ
< 24 =+/50 x /18 X cos u,\7§
< cos ( U_ﬁ 24
V50 x 18
=53 24 == 4
< cos (u,v)= —c»cos(u v)= 5
mes (u, v)=0,6 rad.
Fa.. SG- AH=(SA+ AG)- AH
- — - =
= SA. AH+ AG+ A
A Y aB+ 2 ARk 2B
B 2 3 2
- 1= 1, =2 = —
:HAoiA +§(A +BK) - AB
a _a 1 1= =3
-~ X+ AB+_BK- A
2 2 3B 3B
2 2
~O 4 LBKx AB x cos[ T
4 3 3 3
2 2
__a_ a +axax( 1)
4 3 3 2
2 2 2
__a.a_a_,
4 3 12

- — — —
¢« SG+ AJ=(SA+ AG)- AJ
e e
=SA. AJ+ AG+ AJ=0.(De méme).
b. D’apres a., (5G) L (AH) et (SG) L (A))

donc (SG) est orthogonale a deux droites sécantes
(AH) et (AJ) incluses dans le plan (ABC). Ainsi (SG) est
orthogonale au plan (ABC).

[EAB :2;-1), AC(=2;1;0), AD(1;2;5).
:1 ><(—2)+2><1+(—1)><0:0;
1X1+2%X2+(-1)x5=0;

ACe AD=-2%x1+1x2+0x5=0.

Ainsi (AB) L (AC), (AB) L (AD) et (AC) L (AD).

Cela signifie que le tétraedre ABCD est trirectangle en
A.

sl
13l %L

Se tester

[ 1. Vrai; 2. Vrai ; 3. Vrai; 4. Faux ; 5. Faux.

—

T3 1. Faux. AB+ AC = AB X AB =
—_ = = — —> s o o
2. Vrai. AB-AG=AB+(AF + FG)=AB-AF + AB+ F
— —
= AB. AF.
— —

3. Vrai. AH + CF = AH - DE= 0.
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1 [ABXAC

%_gx(f)xAD
1192 (1% ) VNG P
:;x\“ +22 4 1)>;\/( V+1+0 s
=5
o101, 11
F1.a u(ﬁ 2,0),v\/§, 2,0)
2

V2002

1
—=X0+-—=%x0+0x0=0.
\2 2
q
LV, W) est une base orthonormée.

B H e ve He“( S

1 1 1
"= —+—+—:1; B[R
117l \/3 sy =16l \/6 e

1 1
et||lt||=\-+-=1.
=2+

-5 o 1 2 1 -5 o 1
res

— + =O; . =0+7_
Ji8 vig Tvis '

S 2 1 _ 3
V2 V12 12

(r;s;t) n'est pas orthonormée.

o
-

Ma.C(1;1;0);N(b;b;0)donc CN(b—-1;b-1;0).
B(1;0;0);S(0;b;b)donc BS(-1;b;b).
b. (CN) et (BS) sont orthogonales

@(_'_l\)I-B_S)ZO

S b-XEN)+bB-1NXb+0xb=0

< -b+1+b°-b=0

<b*-20+1=0

< (b-1?=0<b=1.
Mais dans le cas ou b =1, les deux cubes sont confon-
dus et N=C. Doncil n'y a pas de droite (CN).
Ainsi, cela n'est pas possible.

e S R -

e =
4. Faux. AG « HF = (AE + EG) « HF = AE « HF + EG - HF
=0+ 0=0.Ainsi (AG) L (HF).
- = - D D 2 5 D >
AG « DH = (AE +EG) « DH=AE « DH + EG « DH
=AE? + 0 =@ Ainsi (AC) L (DH).
- =
5.Faux. BD « BH = BD x BD = (av2)* = 2a>.

—84-



Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

o

— — = =
Or BD - BH = BD x BH x cos(BD ; BH)
< 202 =2a x \Ja? + (vV2a)* x cos(BD : BF)

T

2a? (B_) B_))
< —=—"—=1co0s(BD;
V2a+3a
,\/i _/)-> . . — m
= 7 = cos(BD ; BH). Ainsi mes(BD ; BH) # Z[Zn].
6. Faux.
- — - = - =
AG+HB =(AC+ CG) -« (HD + DB)

—_ s s D > > = —>
=AC-HD+AC-DB+ CG+HD + CG+DB
=0+0+(-a)+0
=-a°

1 1.b;2.a:3.c;4.b;5.c.

— —
T1.b.AB(2;0;1) etAC(-3;-2;2).
. . H . Ve . Y ﬁ . H H
Ainsi « AB non colinéaire a AC puisque AB # kAC ;
— L= . - —
« AB non orthogonal a AC puisque AB + AC# 0.
— - 5 >
2.¢.AD(7;2;0)donc2AB-AC-AD(0;0;0).

Exercices d’approfondissement

[T Calcul vectoriel
1.a.b. E

- = — —
2.a.AC+BD = (Al+IC + (BI'+ ID)
- S = —
=Al+BlI+IC+]1
-2 = =
=0+1C+1
- =
=IC+]1
— — —
b.AG=1,5AC+ 0,5BD
- =2 5 - =
< Al+1G=AC+0,5(AC + BD)
- > — - —
< |G=IA+AC+0,5(IC+ID)
- = — —>
< [/G=IC+0,5/C+0,5ID

—> —' —>
< 1G=1,5/IC+0,5ID.
On peut en déduire que G € (ICD) ou que les points /,
C, D et G sont coplanaires.
3. Lintersection entre les plans (ABC) et (ICD) est la

droite (/C). Donc la droite (DG) incluse dans le plan
(ICD) coupe le plan (ABC) la ou elle coupe (/C).

3. ¢.- A, Bet Csont non alignés puisque AB non coli-
néaire a AC (1.).

- D'aprés 2., il existe un triplet de nombres réels
(2;-1;-1)telque 2AB-AC-AD=0

— - —
soit AD = 2AB - AC.
Ainsi A, B, Cet D sont coplanaires.

4. b. /E’(—z ;0;0).On cherche x, y et z tels que
— — — o
XAB+yAC+zAE=0.
2x-3y-2z=0
Onrésouty Ox-2y+0z=0
Ix+2y+9z=0
2X=2z z=0
x=-9z x=0.
Ce systeme admet une unique solution (0;0; 0).
Les points sont non coplanaires.

- =
5. a. FK et FD sont des représentants de vecteurs qui
n’utilisent que 3 points donc ils sont coplanaires.

Ainsi l'intersection de la droite (DG) et de la droite (/C)
est le point E cherché.

il Une droite et un plan
e T v
1.HI=HK+ KJ+ JI=KG + KJ + GC
- > S > —
=KJ+ KG + GC=KJ + KC.
— — —
2. D’apres 1., HI, KJ et KC sont coplanaires. Or les

points H et | n‘appartient pas au plan (KJC) donc (HI)
est parallele au plan (KJC).

t2l Ensemble des barycentres de trois points

1.a.M=bary {(A, a), (B, b), (C, c)} telsquea+b+c=0.
—> —> —

Ainsi aMA + bMB + cMC=0

— >

—> —> — o
< aMA + b(MA + AB) + c(MA+ AC) =0
_)
0

—> —_— —>
< (@a+b+IMA+bAB+ cAC=
—> b — c —
= AM = AB + AC.
a+b+c a+b+c
ﬁ

—_— —
b. D’aprés a., les vecteurs AM, AB et AC de méme
origine A sont coplanaires, et donc A, M, B et C sont
coplanaires (A méme origine).

c. Tous les barycentres de trois points appartiennent
au plan défini par ses trois points.

2. a. N € (ABC) donc 2 l'aide de la base (A8, AC) du
plan (ABQ), il existe un unique couple de réels (x ; y)
tels que AN = xAB + yAC.

— — — — - — — —
b. AN = XAB + yAC <> AN = x(AN + NB) + y(AN + NC)
_’

— — —
< (1-x-y)INA+xNB+yNC=0
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ﬂ Uecteurs et produit scalaire dans l'espace

Or1-x-y+x+y=1(#0)doncN est le barycentre
du systtme {(A, 1-x—y), (8, 1), (C, 1)}.

c. Tout point appartenant a un plan défini a l'aide de
trois points non alignés peut étre considéré comme
barycentre de ces trois points.

3. A, Bet Csont trois points non alignés.

Il existe trois nombres a, betctelsquea+b+c#0
et M barycentre de {(4, a), (B, b), (C, 0)} = M € (ABC).

tA Colinéarité et base

1. ABCD tétraéd_r)egoncﬁx B, C et D sont non copla-
naires et donc AB, AC et AD sont non coplanaires.

e e e S 3 —
2.a.JL=JB+BL=—CB+kAD

2
1 1—= 1= 1= —>
:—CA+EA +kAD:EA _5A + kA
T~ S
b./IK =IB+BK=IA+AB+C
T== = = = — 1=
:EDA+AB—A =AB-A _EA

H H . 7 .
c. IKet JL colinéaires
. . 7 _) H
<> il existe un réel t non nul tel que IK=tJL.
<> il existe un réel t non nul tel que :

76~ A¢- 1 2= (176~ 12C + kA
<:>(1 —%t),@)+(—1 +%t)A_C)+(—%—kt)/@):6
(1-1t=0
2

1 X e e X
<4 —1+5t:0 puisque AB, AC et AD non coplanaires

1 k=0
72

(t=2
t:—lk. Ainsik:—l.
\ 2 4

t£] Avec un logiciel
1.1+(1-m+C2m-1)+(1-m)=2.
Pour tout m € R, la somme des coefficients est non
nulle donc G_ existe.
2. c. On peut conjecturer que le lieu décrit par G _
quand m décrit R est une droite.
3.a.G,=bary{(£,1),(8,1),(G,-1),(D, )}

=bary{(£, 1), (8,1), (D, 1), (G, -1)}

= bary{(, 3), (G, -1)}.

— —

ﬁ
Ainsi BGOI—GA—A =0

0

|
|
!
|w
!
!
!

—AC+AO. +OA+AE=AC+AE=AC+ (G =AG.

2 2
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—

—> - - —> -
Ainsi 2G A+ 3AI -AG=2G A et 2G A =0.
G, et Asont confondus.

b. G, = bary{(/, 3), (G, -1)} donc G, = A, I et G sont ali-
gnés.

4.G, =bary{(£ 1), (8,0), (G, 1), (D, 0)}
=bary{(E, 1), (G, 1)
=bary{(0,,2)}=0..
5.a.G_=bary{(£1),(8,1-m),(G,2m-1), (D, 1 - m)}
=bary{(£, 1), (G, 2m - 1), (0,, 2 - 2m)
G_=bary{(£ 1), (G, 1), (G 2m-2),(0,, 2 - 2m)}

G =bary{(0,2),(G,2m-2),(0, 2-2m)}.
Ainsi, pour tout point M de l'espace,

—> —> —> —>
2MG_=2MO, + (2m - 2)MG + (2 - 2m)MO,.
—> — —

Avec M=A, 2AG = 2A0, + (2m - 2)AG + (2 - 2m)AO

m

—> —> —- —>
< AG =A0, + (m-1)AG+ (1 -m)AO
— ST — 2 —>
< AG =A0,+0,0,+ (m-1)A0,+(m-10,G _,
+(1-m)A X
— — —> —
< AG_ =(1+m-1+1-m)AO,+ 0,0, +(m-1)0,G
—_— = —> —>
< AG_=A0,+0,0,+(m-1)0,G
—> — —> —_— —>
< AG_=A0,+0,0,+(m-1)(0,C+CG)
— = —> —>
< AG_=A0,+ 0,0, +(m-1)A0, + (m-1)CG
— — > —
< AG_=mAO0,+ 0,0, + (m-1)CG
— —> —>
< AG_=mAO0,+mO0,0,
—> —>
< AG, =mAO,.

b.D'aprés5.a.A, G _etO, sontalignés donclorsque m
décrit R, G, décrit (AO,). Ainsi I'ensemble des points
G, estladroite (AO,).

6.a.A, G _etO, sontalignés donck, A, G_et O sont
coplanaires.

b. Dans ce cas G_ € (El) et G_ € (AO,). Ainsi G_ est le
point d'intersection de (AO,) et (EI).

Or (El) = (EO,) donc G_ est le point d'intersection de
(AO1) et (EOz). OrAO,O,E estun rectangle donc G, est

le milieu des diagonales doncm = %

71 Repére fondamental
1.a. D
J
L C
A /K
/
B
b.l=iA+AL="BA=12D="'8D
T T2 T2 T2



Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

A = 12 ,. .» = .
De méme KJ = EBD' Ainsi IL = KJ donc ILJK parallélo-

gramme donc [/J] et [LK] ont le méme milieu.

e T 1= 1= 1=
PuisIM=IB+ BM = EAB + 5BD = EAD'
. — 11— 3 —
De méme NJ = EAD' Ainsi IM = NJ donc IMJN est un
parallélogramme et [1J] et [MN] ont le méme milieu.
Finalement [1J], [KL] et [MN] ont le méme milieu, O.
- > > >
c¢.OA+0B+0C+ 0D
e A - B3
=0/+IA+0I+IB+ OJ+JC+OJ+JD
— — —
=20l + 2OJ =2(0l+ OJ)
e
Or O milieu de [1J] donc OI + OJ=0.
e e e
AinsiOA+ OB+ OC+ 0D = 0.
2.D'aprés 1. c., Oisobarycentre des points A, B, Cet D
— 2
donc4A0=AB + AC+ AD

2 13 1= 1=
soit AO = —AB + —AC + ZAD'

Ainsi O(Z g %)

3.a. -/ milieu de [AB] donc / = bary{(A, 1), (8, 1)}.

— — — v = e {
Ainsi 20/ = 10A + 10B donc 20/ = OA + OA + AB
donc Of=0A + \AB=-"a8-'a¢- 12D+ 1B
n = —, = - — _ L
on¢ 2 4T T
T3 1= 1=
« K milieu de [BC] donc K= bary{(8, 1), (C, 1)}.
- = - S —
Ainsi20K=0B+0C=20A+AB+A
-2 1= 1= = =
=——AB-—AC-—AD+AB+A
2 2 2
1= 1= 1=
=—AB+—AC-—AD.
2 2 2
1= 1= 1=
Ainsi OK——AB —AC-—AD.
4 4 4
M m|I|e de [BD] donc M = bary{(B, 1), (D, 1)}
- = - S
A|n5|20M B+0OD=20A+AB+A
1 12 12
"2 2 2
1 1= 1=
A|n5|OM AB——AC+ZAD

b. O milieu de [MN] et N & (MIK) donc O & (MIK).
O, M, et Ksont des pomts non coplanaires.

H
Ainsi (O; Ol; OK, OM) est un repére de l'espace.
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xc—xA:—Z

x,=1
Donc { %o =%, =~ 2 ainsi < %=1
X,—X,=0 ) x.=-1
X, +x,+x.+x,=0dapréeslel.c. \ x,=-1
fyc yA_z yA:_1
De plus, Yo Ya=0 ainsi ={ Y6~
Ye=Va= Y=
U/A+y3+yc+yp_0 yD:_1
fzc—zAi zA:_—1
Enfin, {%~%4~< ainsi «{ Z= |
z,-2,= z.=-1
\Z,+2,+2.+2,=0 z,=1

— — —>
Finalement, dans le repére (O ; O, OK, OM),
A(1;=-1;-1),B(1;1;1),C=1;1;-1etD(=1;-1;1).

i Analytique ou vectoriel
1.a.A(1;1;1),B(1;1;0),E(0;1;1),D(1;0;1).
lisobarycentre de G, Cet B

0+1+1.040+1 040+0) (2.1,
doncl( 3 ; 3 ; ) I( 0)
Jisobarycentre de G, Cet H

0+1+0 0+0+0 0+0+1
doncJ( 3 ; 3 ; 3 )J(— 0; §)
= 1T 1
N 1;0;-1
b. 1J( 3773 3)etDG( 0;-1)
doncIJ_:D_):—lx(—U (l)x0+lx(—1)
13 : 3 3
=—-—=0.
3 3
H
Puis FC(1;-1;0)
- 1 N, 1o
donclJ-FC—1x(—3)+(—1)><(—3)+3><0—0.

Finalement (1)) est perpendiculaire a (DG) et a (FC).
1 1
2.a.D' t, U|-—);——;
a.D'une par _( 3) 3
— — —>
GC(1;0;0), GF(0;1;0)etGH(0;0;1),

1
-3 E) d'ou I'égalité.

(G_C>+G_F)—G_I-I))oGD=§GC-G_D)+%G_F)-@)

1 1 1
=— —X0-—GHXxGH
3GC><GC+3><0 3G X G

LA
?) ; d'autre part

donc —l(G_C)+ (F)— @))(— %)

b.JI-G

=l

Al

I
wﬁ\\jw\—‘ Il I |‘|
) o]

[
()
+

— 1 GCxGC+ I GFxFG- Yt x0=

1
3 3 3 3
On en conclut que (1)) est perpendiculaire a

(FO).

-1-o.

3
(DG) et a
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ﬂ Uecteurs et produit scalaire dans l'espace

i1 Surfaces de niveau
Partie A
1. fiM) = MA? + MB?

a. MA? + M8 = WA +/le2
— —
P+ 20T IR+ A2+ ME + 20T+ 1B + /B
— IMP + 207 (A +1B) + (AZ—B)2 + (@)2

>
2
—2MIZ+AZB+2MI-0 omp + A8

2

— -

(MI+I 24+ (Ml + IB)?
_)

b. - MA? + MB2 = 44,5
MA + MB = 90 <> 2MP + Af —445
5

©2MI2+?:44,5©MI2=16©MI:4

(MI>0)
< M appartient a la sphére de centre / et de rayon 4.
« MA*+ MB*=12,5

52

MA2+MBZ—125©2MI2—125—?©MI2—0
M=

«MA?2+ MB*>=2,5
MA? + MB*=2,5 < MP? = -5 < M n'existe pas.
Donc cet ensemble est vide.
. MA? + MB? = k < MP = k‘;2'5.
Sik>125 alorsk_ﬁ > 0doncMI = k- 12’5.

2
Ainsi si k > 12,5 alors M appartient a la sphere de

centre / et de rayon \/k—212,5

2. (M) = 2MA? + 3MB2
—>
a. 2MA? + 3MB2 2MA2 + 3MB?
—>

= Z(MG + GA) + 3(MG + GB)?
— = — —> - s —
= 2[MG*+ GA? + 2MG - GA] + 3[MG? + GB* + 2MG - GB]
—
=5MG? + 2GA? + 3GB* + 2MG(2GA + 3GB).
— o
Or G = bary{(A, 2), (B, 3)} cela signifie 2GA +3GB = 0.

Ainsi 2MA? + 3MB? = 5MG* + 2GA? + 3GB>.

b. G = bary{(A, 2), (B, 3)}donc ZGA + 3GB = O

- —> — 33—
soit 5AG = 3AB et donc AG = gAB.

Comme AB=5,AG=3etGB=2.
« D’aprés 2. a., 2MA* + 3MB*=75
< 5MG? + 2GA* + 3GB*=75
< 5MG*+18+12=75
< MG*=9
< MG =3 (MG >0).

Ainsi M appartient a la sphére de centre G de rayon 3.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur

« D'apres 2. a., 2MA* + 3MB* =30
< 5MG* + 2GA* + 3GB* =30
< 5MG*=0
<> MG=0.
AinsiM =G.
« D'aprés 2. a., 2MA? + 3MB?* =10 < 5MG* = -20.
Ainsi M n'existe pas et cet ensemble est vide.

Partie B
l.a+b=0.

— = — =
a. aMA? + bMB? = a(MG + GA)* + b(MG + GB)?

—>

—(a+ b)MG2 + aGA2 +bGB' +2 MG -

—

=(a+ b)MG2 + aGA2 + bGB2 2MG -«
= (a + b)MG? + aGA? + bGB.

b. aMA? + bMB? = k
< (a+ b) MG* + aGA* + bGB* = k
o MG = k - aGA? - bGB2
a+b
Ainsi si k > aGA* + bGB? alors () est une sphére de
_ 2 _ 2
k- aGA® - bGB et sinon (/)
+b K

—a/\TG>2+ZaM_G) @)+aGA2+b GZ+2b/\TG>-GB+bGB2
( b

centre G et de rayon
est vide.

2.d+b=0
a.aMA* + bMB? =k
< aMA? - aMB? =

< MA*-MB? =

k(cara+b=0<-a=0)
Z(a non nul).
b. MA? - MB? = /\/lA2 /Wa’2 = (MA + MB) - (MA - MB)
= 2M/- BA.
En effet, I milieu de [AB] doncl—bary{( 1), (B, 1)}
—  —>
et donc pour tout point M de I'espace 2MI'= MA + MB.

cMe (ﬂ ) < aMA? + bMB? =
=MA?2 - MB? =

kaveca+b=0

Kaveca;to
— — k

©2MI-BA:Eaveca¢0
— —  k

@IM-AB:%aveca;tO.

< IHXAB= 2’; avec a # 0 ou H est le projeté ortho-
gonal de M sur (AB)
< IH= LAB aveca =0.

2a

. k. k
HEI[B):IH=—-—,;SiHE[IA) :IH=-——.

o l5) 10a o lA) 10a

Ainsi M appartient au plan perpendiculaire a (AB) pas-

sant par le point H € (AB) et défini comme ci-dessus.

- 88 -
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tx] Coordonnées sphériques

Partie A
1.a. Dans le plan (xQOy) :
m
y -
L n
0 X

En utilisant la trigonométrie, on obtient tanB = Y
X
Dans le plan(OmM) :

] - \
(P ,.¢,.¢,,,¢,.;.,
e F
O m
En utilisant la trigonométrie, on obtient cosg = %

b. D'aprés les figures précédentes, r> = Om? + mM?

< r=0m’+z2etOm*=x*+ y~

Ainsirr=x*+y*+Z2 < r=\x*+y?+ 2% (r> 0).
r=\x’+y*+ 2

On a bien :si M(x; y ; 2) alors { 8 =tan™ (%)
¢ =cos™ (%)

2.SiM(r;0; @) alors dans le plan (OMz), en utilisant la
. - V4 . Om

trigonométrie : cosg = Lez= r cos@ et sing = e

< Om =r sin@. Puis dans le plan (Oxy), en utilisant la

trigonométrie : cos6 = OLm < Xx=¢0s0x0m

< x=rcos 0 sin eetsinG:Lc»y:Om X sin ©

< y=rsinBsing. Om

Partie B

1. rest le rayon de la terre donc r = 6 000.

2.0 et ¢ correspondent a la latitude et a la longitude.

/ B

méridien _|
de Greenwich

équateur
3.r=6000,0=9°et @ = 13°donc, d'aprés A. 2.,
Xx=6000 X sin 13 X cos 9 x=1333
{y:6000><sin 13 Xsin9 soit {y:ZH
z=6000x cos 13 z=5846
Conakry a pour coordonnées cartésiennes :
(1333;211;5 846).
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ﬂ Geometrie analytique de l'espace

Activités dintroduction

Des plans particuliers
1aA(OOOB(1OO)C(11OI(1 ;0)

et J( )
b. La cote de ces cing points est nulle ainsi (ABC) :
z=0.

C.(ABE):y=0;(ADE):x=0; (EFG): z=1.
2.a.Dans (A;/ﬁ,A_B), (AQ):y=x
b.E£(0;0; 1) doncy,=x..

G(1;1 '1)doncyG:x

O milieu de [AG] donc O( ety, =X,

2'2° 2
Ainsi E, G, O ont des coordonnées qui vérifient la rela-
tiondu 2. a.

Cette relation ne peut pas caractériser une droite car
ces trois points ne sont pas alignés.

c. A E,Get Cforment un rectangle doncils sont copla-
naires et O est le milieu de [AG] donc O est coplanaire
avecA, E, GetC.

PourA:y, =x, et pour C:y_=x_donc ces cinq points
ont des coordonnées qui vérifient la relation du 2. a.

Une sphére dans un repére
orthonormeé de 'espace

l.aMe(¥) = OM=5.
b.OM=+(x-1)2+(y-2)*+ (z-3)?
doncV(x- 12+ (y-2)*+ (z-3)*=5.
2.a.X 2+ +22-2X+4y+62-2=0

S X-1P2-14+(y+2°-4+z+3)-

< X-1)024+(+2)72+(z+3)72=4
Par identification,a=1,f=-2,y=-3etR=4.
b.X+y*+22-2x+4y+6z-2=0

< X-1)0 4+ (+2)7+(z+3)72=4

@ =17+~ 2P+ z- (3 =4

9-2=0

< Q'M=4.

< M appartient a la sphére de centre M de rayon 4.
32 9 1

c.( —5) Z+(y+1)—1+(z— ) +4=0
3 02 2

©( _5) +(y+1)? +(z—5) =7
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Manuel pages 107 a 122

Or une somme de carrés ne peut pas étre négative
donc il n'existe pas de triplet (x; y ; z) vérifiant la der-
niére égalité. Ce n'est donc pas I'équation cartésienne
d’une sphére.

Une droite dans un repére
de 'espace

1.a./Vl(1 =2;0) ;M (=1;-1;-1);M(-3;0;-2);
3.1 ..

m,,o; {0i-5i- 5) etM (5;-4;2).

bMM( 2;1;-1);MM,(-4;2;-2);

— 1 —

T, -1 ,2;—5) et MV (4;-2;2).

Ainsi MOM2 = Z/WVI>1 donc les points M, M, et M, sont
alignés.

1 ——= .
MM ~ MM, donc les points M, M, et MOI5 sont

0 1/2 2
alignés.
—— — .
MM_, = -2M M. donc les points M, M. et M_, sont
alignés.
Finalement My M, M, M, etM_ sont alignés.
c. (€) semble étre la droite de I'espace qui passe par
M,etM..

— — —
d.- MC(-4;2;-2) et M C=2MM, donc M, M, et C
sont alignés.
« Résolution du systeme

1-2t=-3 t=2
{ -2+t=0 < { t=2

-t=-2 t=2

[l existe un réel t égal a 2 tel que C(1 - 2¢t; -2 +1t; 1)
donc CE (¢€). (Remarque: C=M.,))

e. Lensemble des points de la droite (MM.,) ont des
coordonnées qui peuvent sécrire (1-2t;-2+t;-t).

2aPourt€[RMM( 2t—1;—2+t+2;—t)
50|tMM(2tt )etMM(2;1;—1).
A|n5|tMM /WVI>

b. Les points M, sont alignés avec M et M, donc M, €
MM,).

c. M(t) dans le repére (M, ; M_O/VI>1) donc MM = t/\/l_ol\/l>1
x—1—t( 2) x,=1-2t
donciy —(-2)=t(1) < yM——2+t
z, -0=t(-1) z,=-t
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d.-Lorsquet&[0;1]:

0Kt 0K 0Lt
donc donc donc
-1<x, <1 2<y,<3 -1<2,<0.

Ainsi () semble étre un segment.
«Lorsque t E[0; +oof :

t>0doncx, <1,y,>2etz, <O0.
Ainsi (F,) semble étre une demi-droite.

Projeté orthogonal sur un plan

1. a. (D) L (P) donc un vecteur normal de () est
aussi directeur de (90).

n°(1;2;-1) est un vecteur normal de (%) et directeur
de (99).

x=1t+2
Ainsi (D) :{y=2t+2 outeR.
z=-1t+3
b.H&E (99) dong(AH)_f (99) donc AF vecteur directeur
de (9) et donc n et AH colinéaires.
xH=1t+2
HeE (D) y,=2t+2
“lHe@) z,=-t+3
X, +2y,-2,+4=0
XH=1'+2
©<yH:2t+2
zH=—t+3
\(t+2)+22t+2)-(-t+3)+4=0
(XH=”'+2 t=—%
5
y,=2t+2 X, =
{7 " 62 @H(%;—%;%).
z,=-t+3 sz_g
25
6t+7=0 ZH:?
Savoir-faire

Ela.AB(2:3:0) et AC(2:0:4).

Xz X 1=Xmais y X 1 ;z:yA?doncA_B> et AC sont non
colinéaires donc A, B, C non alignés, ils forment un
plan.
n(a; b; c) vecteur normal de (ABC) donc
{ﬁ@):o - {2a+3b:0

n.AC=0 a+4c=0.
Prenonsa=6,dansce casb=-4etc=-3.
n(6; -4 ; -3) vecteur normal de (ABC)
donc (ABC):6x—4y-3z+d=0oudER.
De plus A€ (ABC) donc6x-2+d=0doncd=12.
Finalement (ABC) : 6x -4y —3z+12=0.
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2. a. (AH) L (%) donc (AH) orthogonale a toute droite
contenue dans (%), en particulier (AH) L (HM). Ainsi
AHM triangle rectangle en H.

b. D’aprés Pythagore AM?* = AH? + HM?.
Donc si M = H, HM? > 0 et donc AM? > AH?

Ainsi AH est la plus petite longueur entre le point A et
tous les points du plan ().

3.a.n(a; b: o) est un vecteur directeur de (AH) donc
X, =at+x,
y,=bt+y,
z,=ct+z,

outeR.

Ainsi a(at+xA) + b(bt+yA) + c(ct+zA) +d=0
< t@+b’+c)+ax, +by, +cz,+d=0
et= ", =2 d (o g cari 20,
a+b+c
—-a’x,— bay, — caz, - ad + (@* + b* + A)x,
a+b>+c

Et donc X, =

de méme:

PPOHYy= ’ ’ 24 2( Y,
a?+b’+c

vty = ~9X,—bey,~Cz —cd+(@+b’+C)z,

! a+b+c

b. Dans le repére orthonormé,
— 2 2 2
AH =+, -x )2+, -y)+(z,-2)
:\/(—azxA—abyA—aczA—ad)H(—abe—bZ ,—bez, - bd)’ + (~acx, - bey, - ¢z, - cd)’
(@®+ b+
En développant et en réduisant on a bien :

lax, + by, + cz, + d|-

AH=
Var+ b2+ 2

-

[ 4 a.ﬁ(a;b;c)telqueﬁ).U:Oetﬁ).v=0.
Ainsi {Za—5b+2c:0 )
-3a+5b+2c=0
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On choisitc=-1etdonca=-4etb=-2.

ni-4;-2;-1)
b.ME (P) < AM .7 =0
S X+ +(-3)x(=2)+(Z+5)x(-1)=0
< -4x-2y-z-3=0.
. x=1+t
HaMeEA U< {y=-3-t avectER.
zZ=2+2t
. x=1+t+0t
b.ME@A;v,w) < {y=-3-t+1t
z=2+0t+2t
avecteR, t"ER.
Fla.3x,+2y,+62,-6=6+0+0-6=0.

3x,+2y,+62,-6=0+6+0-6=0.
3x.+2y,+6z2,-6=0+0+6+6=0.
Ainsi (ABC) a pour équation cartésienne
3x+2y+6z2-6=0.

b. La hauteur issue de O du tétraédre OABC est la dis-
tance de O au plan (ABC).

Or d(0: (ABO)) = 3xX0+2Xx0+6x0-6|

s e R R

gd ‘unité.
7

Ainsi la hauteur issue de O est égale a

Enercices d’entrainement

Equation cartésienne

Ma.n2;:-6:2):b.n(-1:3:2):¢.n(0:0:1).

i Un vecteur normal est B_C>(—5 ;—4;-5) doncle plan
a une équation cartésienne du type:

-5x-4y-5z+d=0.

Or A appartient a ce plandonc-5-8- 15+ d =0 soit
d = 28. Une équation cartésienne de ce plan est :
-5x-4y-5z+28=0.

i a. CentreO(1,3, -2);r,=V16=4.
b. Centre O,(-1;-5;3);r,=2.

C. CentreO3(O,0,O),r3—\/_—1.
0 (x-1)

. - -
18 _a.,—_2x?: X-mais —2y_# y-donc u et v ne sont pas
colinéaires.
b.n(a;b;c)esttelquen Lietn LV
n.i=0 (-2a+3b+6c=0 a=-5¢

+y+4)P2+@z+1)=3%

- -

n.v=0 a+5c=0
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i - Un vecteur directeur deLS) estu(=2:1;
vecteur directeur de ($7) est v(4 ; -1 3).

X=X (-2)= X>Mais y- X X (=2) ¢y7donc U etV nesont pas
colinéaires. Donc (QD) et (¥') ne sont pas paralleles.

« (D) et (9') sont sécantes lorsqu'il existe t et t' tels
que:

-3)etun

1-2t=4t'+6 t:—2t'—§
I +t= _t'_ﬁ c'est-a-dire t=—t'— 19
3 13

-3t=3t" t=—t'-—

3

ce qui est impossible.
Donc (%) et (%) ne sont pas sécantes.

A Un vecteur normal dg(@’) est 3(1 :3;2) etun vec-
teur normal de (%) estn’(3; 1;-3).

Orn.N"=1x3+3x14+2x(-3)=6-6=0.
Ainsin L n” et donc () L ().

{E] Un vecteur directeur de (%) est u(=2:2:
vecteur normal de (P) estn(2: 1:2).
Orn.U=-2%x2+2X1+(-3)x2=-4+2-6=-8.
Ainsi 11 et U ne sont pas orthogonaux donc (%) et (%)
ne sont pas paralléles et donc (%) et (%) sont sécants.

-3) etun

Avecc=3onaa=-15etb=-16;n(-15;-16;3).
c. (0; U, v) a une équation cartésienne du type :

- 15x-16y + 32+ d=0avecd un réel.
Or0€(0;u,v¥)donc0-0+0+d=0doncd=0.
Ainsi (O; U, V) : —15x — 16y + 3z =0.

19] /ﬁ(3 ; 1, 2) est un vecteur normal de ce plan donc
une équation cartésienne est du type :
3x+y+2z+d=0.

De plus / milieu de [AB] est tel que I(—%;—%A)

et il appartient a ce plan donc—i—1+ 8+d=0
2 2
<d=-3.

Ainsi le plan médiateur de [AB] a pour équation carté-
sienne3x+y+2y-3=0.

A1 Comme (P) // (), ces deux plans ont les mémes
vecteurs normaux donc n(2 -3 ; -7) vecteur normal
de (%) est aussi un vecteur normal de (9P).

Ainsi une équation cartésienne de (%) est du type
2x-3y+7z+d=0.
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Or A(-2;-4;3) appartient a (%) donc:
-44+12+21+d=0<=d=-29
Ainsi (P): 2x-3y+7z-29=0.

21 -3;2) est un vecteur normal de (%) mais il est

de norme \/ +(=32+ (2)=14.
1 > .
Le vecteur —=n a pour norme 1 puisque
N p puisq
fllﬁll =1
Ainsi = 0 est 'équation

rr/rr

normale du plan ().

—>

— MP 4+ 1A%+ 2MI X IA X cos M ; IA.
De méme ||MB|? = ||M + iB[? = ||M] - IAT|
= (M- IA) . (Ml - [A) = MP —2M . IA + IA?
= MP + IA2 = 2MI x IA X cos (M ; IA).

b. VA . MB =0
< 1WA + MBI [|WA]P - W8] = 0

< ||]2MI|[ = M2 = 142 = 2MI x 1A % cos (MI ; IA) - MPP

—>

— 1A%+ 2MI < IA X cos (Ml ; IA) =0
< 2MP-2/A*=0

< MP = 1A donc IM = %AB.

Ainsi (¥) est la sphére de centre | de rayon AB soit
celle de diameétre [AB]. 2

c. D’apreés a. et b., cet ensemble de points est aussi la
sphere de centre | milieu de [AB] et de rayon AZ—B
Oorl(-1;1;1)

et AB=+(T+3)7+(0-2)7+ (-3 -5)?=84=221.
Ainsi cet ensemble a pour équation cartésienne

X+ 12+ (y- 12+ z-1)?2= (212

Ba.frr - (1) - 3 - (B + - 20- 0

s e ) +ly-2) +e-27=0r

C'est donc une équation cartésienne de la sphere de

rayon 3 et de centre Q(—% ; %; 2).

b.x+1)2-1+(-22-4+(z+3)*-
< KX=-(=N)72+-22+z-(-3))*=0
C'est donc le point Q'(-1;2; -3).

9+14=0

—-03 -

1 1 1 1
(X=3P-9+(y-—)P-—+@Z+2)P-—+10=0
c (x-3) (v 2) 2 (z 2) 4
LTI AR Y S RY SR
= (x=3)2+( 2)+(z 2) 5

Cest I'ensemble vide.

24F% Cestle plan passant par O(0; 0; 0) et de vecteur
normal n(2; 1;0).
b.(x—4)2—16+(y+1)2—£+(z—3)2—9=0

4
@ -4 - (-2 + g-3p= 12
Ces

t la sphére de centre Q(4 ; ; 3) et de rayon

é‘
Al
.\O

3x=2z
(3x)’=(22><= 14 ou
3x=-27

\QN

WX =47<
3x-2z=0
ou
3x+2z=0.
C'est la réunion du plan passant par O(0 ; 0; 0) et de
vecteur normal 1 ,3,0;-2) et du plan passant par
0(0;0;0) etde vecteur normal i ,(3,0;2).

d.(x+1)2-1 +(y+—) —%+(z+3)2—9:K

pelp-(3 viarare

SiK< —% :ensemble vide.

k=_% uni i 3.

SiK=- 4 :'unique p0|ntA(—1, X 3).

SiK> —A;Tg: la sphére de centre A et de rayon \/K+ %
M a.AB=+(1-37+ (-3 +57+(7-1)=44=2V11.

I milieu de [AB] anrs 12;-4;4).

Ainsi (¥) a pour équation cartésienne

(Xx=22+(y+ 4?2+ (z-4) = (11)

b. (%) tangent a () en A donc AB est un vecteur nor-
mal de (%). OrAB( 2;2,6)

donc (P):-2x+2y+6z+d=0.

De plusA € (P)
donc-2x3+2Xx(-5)+6x(1)+d=0soitd=10.
Finalement (%) : —2x+ 2y + 6z + 10 =0.

EI1 Un rayon de cette sphére est :
Al=y(1-32+2-42+(3B-572=+12.

A|n5|°l/——><n><\/_3 16y/12 .

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur



ﬂ Géométrie analytique de l'espace

Représentations paramétriques

Fa. (A;u)avecA(0:1;:3)etu(2;-2;4).
b. (A;U) avecA(2;0;4) et u(1;-3;1).
c.(A;0)avecA(3;-1;0)etu(-1;1;2).
d.(A;uU)avecA(-2;0;3)etu(1;5;0).

x=1+2t
Mla.{y=3t avectE R.
z=1-t
x=3-2t
b.{y=5 avectER.
z=2+t
x=3-2t
Ciy=-1+t avectE R.
z=-2+3t

29] U_(>—1 ;1;0) et I??—1 ;0; 1) sont deux vecteurs non
coplanaires et directeurs du plan (LJK).

x=1-t-t
Ainsi qy=t

z=t
est une représentation paramétrique du plan (UJK).

avectERett'eR

, CPBH2x1+2x(=3) -1 1
e 3))= VIZ¥ 22422 9 3
x=-1+t
Al a.{y=2-t avectER.
z=1-2t

b.Six=0alorst=1.Puisavect=1,y=1etz=-1.
Ainsi B &€ (d).

c. Cette représentatiorl)indique que cette droite a
pour repere (B;ﬂ avecv(2;-2;-4).

- - - . s e
On remarque que v = 2u donc U et v sont colinéaires.
Nous pouvons donc dire que (d) admet aussi cette re-
présentation paramétrique.

A a. Parlecture A(1:1:1)etB(2:3:2). Ainsi:

x=t Xx=2t
(OA):{y=t avectER, (OB):{y=3t avectER
z=t z=2t
x=1+t
et(AB): {y=1+2t avectER.
z=1+t
xX=t+2t
b. (OAB) :{y=t+3t" avectcRett' €R.
z=t+2t

Ea.r_fﬂ ;2;2)etﬁ)'(1 i=1;2).
b. x. = x.. mais y.# y.. donc netn’ ne sont pas coli-
néaires.
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c.xA+2yA+22A—4:2+2—4:O,doncAE(97’).
X —yA+22A—1:—1+2—1:0,doncAE(@>’).

A
d.U.n=2x1+0x2-1x2=0doncu Ln.

U.n"=2x1+0x(-1)-1x2=0doncu Ln".

e.u L ndonc uvecteur directeur de (P) et de méme u
vecteur directeur de (% ). Puis A est un point commun
a ces deux plans. Ainsi (%) et (P’) se couperl)t en une
droite passant par A et de vecteur directeur u.

DoncsiM(x;y;z) € (A; u) alors

{M(x;y;z)E(QP) soit{x+2y+2z_4:0
Mx;y;z) E(P) X-y+2z-1=0.

<L

x=2t
f.(A;U):{y=1 avectER.
z=1-t
- Parlecture A (2;3;0),8,(0; 1;2) donc
x=2-2t
(D):{y=3-2t avectER.
z=2t
- Parlecture A(2;0;3)etB,(0; 1;3)donc
X =-=2t
(D):{y=1+t avecteR.
z=3

E3 a.u(1;-1;0) et v(1;0;-1) sont deux vecteurs
directeurs de (%). Donc (1, V) est une base de ().
b.A(0; 1; 1) estun pointde (?). (Avect=t"=0)
c.Avect=1ett'=1onobtientx=2,y=0etz=0.
Ainsi B(2;0; 0) est un autre point de ().

Puis U + V(2; -1; 1) et i - (0 ; —1; 1) sont des vec-
teurs directeurs de (%) et ils ne sont pas colinéaires.
Ainsi (B; U + V, U — V) est un repére de (P).

X=2+2t
(P):jy=-t-t avectERett' €ER.
Z=-t+t

Fd1.a.y=4-2x-2z Ainsiy=4-2t -2t
x=t

b. (@’):{y:4—2t—2t'
z=t

2.a.Six=1,y=0etz=1alors2x+y-2z-4=0.

Donc A(1;0; 1) est un point de (%).

b.1(2; 1;2) vecteur normal de ()

Si U:ga ;b ; ¢) est un vecteur directeur de (%) alors
U.n=0soit2a+b+2c=0.Sia=2,b=2alorsc=-3.

Ainsi U(2; 2 ; -3) est un vecteur directeur de ().

De méme avec ¥(d ; e ; f) est un vecteur directeur de
(@P).

Sia=5,b=0alors c = -5. Ainsi V(5 ; 0 ; -5) vecteur
directeur de (9).

avecteRett' €eR.
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c. Puis Vet U ne sont pas colinéaires donc (A ; u, V) est
un repere de () et

x=142t+5t
(P):{y=2t avecteERett' €R.
z=1-3t-5t

3.a.0nadéjaA(1;0;1)puisB(2;0;0)etC(-1;4;1)
sont des points appartenant a ().

b.AB(1;0;-1) et AC(-2; 4 ; 0) sont des vecteurs non
colinéaires et directeurs de (9).

x=1+t-2t
y=4t
z=1-t

Ainsi (P) : avecteRett'eR.

fH a.A(3:0:2),u(1:2:-2) etv(-3:3:0).
X=3+t-3t
y=2t+3t
z=2-2t

c.z:2—2t©—%z+1 =t

b. (%) : avecteRett' eR.

y=2t+3t @y:Z(—%z+1)+3t'
Sy+z-2=3t

@t’:ly+lz—£.
3 3 31 1 1 2
d.x=3+t-3t ©X=3+(1 —EZ)—3(§y+§Z—§)

<> x=3+1 —%z—y—z+2
©x+y+%z—6:0.

Ainsi (@):x+y+%z—6:0.

Position relative

f a. Le vecteur 3(1_;) -1 2) est un vecteur directeur
de (99) et le vecteur V(-2 ; =1 ; 1) est un vecteur direc-
teurde (9°).

X,= =2 X x>mais y.# -2 X y-donc U et v ne sont pas
colinéaires et donc (%) et (%) ne sont pas paralléles.
b. Si (%) et (%') sont sécantes, alors il existe t et A tels
que:

t+3=-2A+1 7\=—%t—1
—t+2=-A c'est-a-dire A=t-2
2t=A-1 A=2t+1

ce qui estimpossible.
Donc (%) et (&) ne sont pas sécantes.

Ml a. u(-2 ; 1; 3) est un vecteur directeur de (&) et
n(2:-1:-3) est un vecteur normal de ().

-

U.n=-2x2+1x(-1)+3x(-3)=-14.-147 0 donc
u et n ne sont pas orthogonaux et donc (%) et (%) ne
sont pas paralléles.

—-05 -

b. Est-ce que I € (D) ?
-1=1-2t<t=1.Etainsiy=-1etz=3.
Donc /€ (9).

Est-ceque /€ (P)?
2X(-1)-(-1)-3%x3+10=-2+1-9+10=0.
Donc/ &€ (P).

Finalement (%) et (%) sont sécants en /.

M n(1;-3;2)etn’(2;1;7) sont, respectivement des
vecteurs normaux de (P) et (P").
Orx.=2xx.maisy. =2 Xy.doncrietn nesont pas
colinéaires donc (P) et (") ne sont pas paralléles.

gl a. u(-1; 2; 3) est un vecteur directeur de (%) et
n(3;-1; 2) est un vecteur normal de (%).

X-= -3 X xﬁmais Vo # -3 X yﬁdonc n et U ne sont pas
colinéaires et donc () et (&) ne sont pas perpendi-
culaires.
Puis-1x3+2x(-1)+3x2=-3-2+6=1.

1 0 donc n et U ne sont pas orthogonaux donc (%)
et (%) ne sont pas paralléles.
Finalement (%9) et (%P) sont sécants.
X=-t+2
b.Mx;y;2) €(D) < qy=2t
z=3t-1
etMx;y;2)€(P) <= 3x-y+2z-1=0.
Ainsi M(x; y ; z) appartient a (&) et a (P)
X=-t+2
=2t
= Jz/=3r—1
3x-y+2z-1=0.
c3(-t+2)-2)+2B3t-1)-1=0
< -3t+6-2t+6t-2-1=0
< t=-3.
Etainsix=-(-3)+2=5y=2x(-3)=-6
etz=3x(-3)-1=-10.
M(5;-6;-10) est le point d'intersection de (%) et ().

Ma.n@:-2:2)et ﬁ’(%; —% ; —1) sont, respective-

ment, des vecteurs normaux de (%) et ().

Z,=-2 Xz, Mais X.# -2 X X donc netn nesont pas
colinéaires donc (%) et () ne sont paralléles, donc
ils sont sécants.

R 1
PU|s4x§—2x(—§)+2x(—1)

donc () L (PP).

b. M(x;y; z) appartient a (P) et (")
4x-2y+2z-6=0

<11

1
x-y-7z=0
3¥73Y77

_4,2

2=0
3 3
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ﬂ Géométrie analytique de l'espace

c.Enposantz=touteER.

4x-2y=6-2t
M(x;y;z) est solution du systeme < %x— %y: t
z=t
y=2x+1t-3 x=-4t+3
S Xx-(2x+t-3)=3t={y=-7t+3 teR.
z=t z=t
d. La droite (A) est I'ensemble des points M(x ; y ; 2)
x=-4t+3
telsque{y=-7t+3 avectER.
z=t

™ a. L7(2;4;—3) et U’(T ; 3;—2) sont, respectivement,
des vecteurs directeurs de (%) et (9°).

X-= 2 X X. mais y-# 2 X y_ donc U et U’ ne sont pas
colinéaires donc (2) et (%°) ne sont pas paralléles.
U.U=2%x1+4%x3-3%x(-2)=2+12+6=20.
20=0doncu ety nesont pas orthogonaux donc (%)
et (%") non plus.

b. c.SiM(x;y; z) appartient a (%) eta (%°) alors

2t-1=A+6 20—-7 =\
4t=3\-1 <14t=3Q2t-7)-1
—3t+5=-2\+2 =3t+5=-2(2t-7)) +2
A=2t-7
©{—2t=—22 ©{i‘_=1115
t=11 o

d. Avec t =11, on obtient M(21 ; 44 ; -28). Ce point M
est le point d'intersection de (%) et (%°).

M a.ete.
H P G
: 7 [
Q N F
K D C
S
A 'I B

- —

b. ABCDEFGH est un pavé droit donc ATL AJLLAJLA
et AK LAl

Puis, ||,HT| = ||1A_B>|| =1 x6=1de méme||A_J>|| =Tet
AK|=1. © 6

Ainsi (A ,/?I,A_], ﬁ() est un repére orthonormé.
c.-I(1;0;0)etJO;1;0)donc J(-1;1;0).

Ainsil) i=-1x2+1x2+0x9=0
G(6;4;2)donch_>(5;4;2).
AinsiiG.T=5x2+4%2+2x(-9)=18-18=0.
nest donc orthogop)al a deux vecteurs non colinéaires
du plan (1JG) donc n est un vecteur normal de (LJG).

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

+ Une équation du type 2x + 2y - 9z 4+ d = 0 est une
équation cartésienne de (1JG).
Puis | € (IJG) donc:
2X1+2%x0-9%x0+d=0<=d=-2.
Ainsi (UG) : 2x+ 2y -9z-2=0.
d.B(6;0;0)etF(6;0;2)doncBF(0;0;2)donc(BF)a
pour représentation paramétrique
x=6+ 0t
y=0+0t
z=0+2t
M(x;y; z) est l'intersection de (?) et (¥) <
2x+2y-9z-2=0

avecteR.

X=6
y=0
z=2t
X=06 X=6
y=0 y=0
S {2X6+2Xx0-9x2t-2=0 < t:1—8
z=2t ,=20
18

M(6 ; O;E) est le point d'intersection de (BF) et (1JG).

e. On trace (1) [IJ]; (2) [IN] tel que N intersection de
(IL) et (EF) ; (3) la parallele a [1/] passant par N avec P
intersection de cette parallele avec (HG) ; (4) la paral-
lele a [IN] passant par P avec Q intersection de (HD) et
cette paralléle.

La section est le polygone JQPN.

2X0+0+2x2=4
M1.a.{2x0+4+2x0=4
2X2+0+2%x0=4

donc (ABC): 2x+y + 2z=4.
2><0+0+2><0—4| 4 4
b.d(0; (AB =| =—F—=_
(_>( ) V22412422 Vo 3
2.a.BC(2;-4;0) est un vecteur normal de (%?) donc
(P):2x-4y+0z+d=0avecdER.

DeplusAE€ (P)donc2x0-4x0+0+d=0<d=0.
Ainsi (P) : 2x -4y =0.

b. M(x ; y ; z) appartient a (?) et a (ABC) si et seule-
ment si

=t
{2x+y+ 2z=4 _ {)}(/: 2t

2x-4y=0 2X Q20 +t+2z=4
x=2t
y=t avecteR.
e 5
Z=-_"1t+2
2
(A) a pour représentation paramétrique :
x=2t
{y =t avectE R.
z=-2,5t+2
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Géométrie analytique de l'espace ﬂ

A étant un point commun a ces deux plans, A € (4) et
(4) étant incluse dans (), elle est orthogonale a (AB).
Ainsi (A) est la hauteur issue de A dans ABC.

3. a. / milieu de [AC] donc / 0+2 O+0 ; Z;O

2 2
soit/(1;0;1).
Est-ceque /€ (A)?
1=tdoncy=4-4x1=0etz=1.Ainsi/E(A").
Est-ceque BE(A')?
O=tdoncy=4-4x0=4etz=0.AinsiBE(A’).
Donc (A’) est bien la médiane issue de B dans ABC.
b. AB=+/(0-0)>+ (4- 02+ (0-2)’=+20=25.
AC=+(2-07+(0-02+(0-27=8=2+2.
BC=+/(2-0)>+(0-4)*+(0-0)>=+20=25.
Ainsi ABC est isocele en B.

4. H appartient a (A) et a (A) donc

t=2t t=2t t=2t
4-4t=t <=1{4-8t' =t =1{4=9t

t=-25t"+2 2t =-2,5t"+2 4,5t"=2
v
- T4 Ainsi H(4,5;-14;4,5).
= 9 H est le centre de gravité de ABC.
2

14040 0+1+0 0+0+]1
lﬁa.-G( s 3 3

—> —>

),AB(=1;1;0) et AC(-1;0;1).

- 1 1 1
AB=—— AC=—— ~=0.
0G 3+3+0 OetOG C= 3+O+3 0

Ainsi OG est orthogonal a deux vecteurs directeurs
non colinéaires du plan (ABC) donc (OG) L (ABQ).

Se Tester

M2 1.Vrai; 2. Faux ; 3. Faux ; 4. Vrai ; 5. Faux.

A11.Faux.1+2—-(-1)-1=3.0r3=0doncl'équation
Xx+y—-z-1=0n'est pas celle du plan (ABC) puisque
les coordonnées de A ne vérifient pas cette équation.
2. Faux. Si n(1: 1; —1) était un vecteur normal de ce
plan, alors il serait colinéaire a tout vecteur normal de
ce plan. Mais il n'est pas colinéaire au vecteur normal
n'(1;-2:0) du plan d'équation doncx+y-z+d=0.
3.Faux.-1=1+4+2t<=-2=2t<-1=t

Et5|t——1alorsy 3etz=3.0ry,=3etz, =2donc
M (@

—97-—

b. FB'(—Z :2:0) et /?’C'(—Z :0; 3) sont deux vecteurs
non colinéaires et directeurs du plan (A'B°C’).
Puisi.AB =3x(-2)+3x2+2x0=0
etn. AC =3%(-2)+3x0+2x3=0.
Ainsi n est bien un vecteur normal de (A’B'C’) donc
(AB'C):3x+3y+2z+d=00oudER.
OrA°€(A'B'C)donc3x2+3x0+2x0+d=0
< d=-6.Ainsi (A'B'C’):3x+3y+2z-6=0.
C - A_C>(—1 ; 0; 1) donc une représentation paramé-
trique de la droite (AC) est :
x=-1t+1
y=0t+0
z=1t+0
+K(x;y;z) appartienta (AQ)eta (A'B'C) =
x=-t xX=-t
y=0 y=0
z=t z=t
3x+3y+2z-6=0 -3t+0+2t-6=0
t=-6
xX=6
y=0
Z=-6
Donc K(6;0; -6).
d.+3x0+3%x4+2x(-3)-
doncLE (A'B’C).
«Puis BL(0; 3;_;3) el)BC(O ;=1;1). Ainsi—3BC=BL.Cela
signifie que BC et BL sont colinéaires donc que B, C et
L sont alignés et donc L € (BC).

« (ABQ) et (AB'C) sont deux plans secants suivant la
dr0|te( K). De plus, AB(-1;1;0) etA'B( 2:2;0)donc
AB et AB' sont colinéaires.

(AB) C (ABQ); (A'B) C(A'B'C’) (AB) // (A'B’); (LK) in-
tersection de (ABC) et (A'B'C’), donc, d'apres le théo-
réme du toit (AB) // (A'B") // (LK).

avectER.

6=0+12-6-6=0

4. Faux.X*+x+y*+y+22+z+1=0
L N ISR

S R A R 2 b

5.Vrai.Lasphéredecentre/(1;0;-2) etderayonR=+/5
a pour équation cartésienne :

X=12+y*+ (z+ 20 =5

c'est-a-direx* - 2x+ 1+ y*+22+4z+4=5

soit x>+ y*+ 22— 2x+ 4z =0.
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ﬂ Géométrie analytique de l'espace

6. Faux.BB'(2:-5:5) et n(-1:3:-1).

X, =-2xx.mais ., # -2 X y~donc BB et i ne sont
B8~ = B8 NG

pas colinéaires et donc (BB") n'est pas orthogonal au

plan déquation donnée.

M1.c.;2.a.;3.b.

F11.b.: (%) L (P) doncn(1:1;-3) est un vecteur
normal de (%?) mais aussi directeur de (99). Or seul le

exercices d’approfondissement

1 Droites coplanaires

« Un repére de la droite (%) peut étre (A ; 17) ou
A4:5:-3)etu(1; ~2;3). Unrepére de (%) est (B; V)
avecB(1;11;-4)etv(3;-6;1).

X>=3 X X, y-=3 X y.mais z.# 3 x z.donc U et V ne
sont pas colinéaires donc (%) et (%) ne sont pas pa-

ralléles.
« Si (D) et (") sont sécantes en M(x; y; z) alors
{4+t=3t’+1 {t=3t’—3
5-2t=-6t"+11 <135-2(3t"-3)=-6t"+11
-3+3t=t'-4 -3+3(3t"-3)=t'-4
{t:3t'—4
<{11-6t"=-6t"+11
-12+9t'=t'-4
t=3t"-3 t'=1
©{8t’:8 ©{t:0.

Ainsi () et (%) sont sécantes en M(4 ; 5 ; -3) donc il
existe un unique plan contenant (%) et (%").

«Ceplan contient le poi_r)lt M_()4 ;5;-3) etapourcouple
de vecteurs directeurs u et v.

Recherche d’un vecteur n(a ; b ; ¢) tels que nluet

niv.

{Q.LZ=0 @{1xa—2xb+3xc=0
n.v=0 3Xa-6xb+1xc=0
Avecb=1ona:

{a—2+3c:0 @{a:2—3c @{C=0
3a-6+¢c=0 32-30)-6+c=0 a=2.

Ainsi n(2: 1:0) et une équation cartésienne du plan
cherché est du type 2x+y+ 0z+d=0avecd € R.

Et M(4;5;-3) appartient a ce plan donc :
2X4+5+0x%x(-3)+d=0soitd=-13.

Finalementlepland’équationcartésienne2x+y-13=0
contient les droites (%) et (%°).

A Droites et barycentre
a. G bary{(A, 1), (M, 2)} donc

vecteur directeu_)r de la droite proposée en réponse b.
est colinéaire a n.
1+ (-2)-3x0+4] 3
NPT VT
3. (x=1P2+(y+2)P2+(z-0)=3?
SX-2X+1+y*+4y+4+22=9
S X+y+22-2x+4y=4.

2.¢c.:dA: (9P))

XG:_I+2(XA+XM) xG:%(1+2t—1)
yc:”j(YﬁyM) soit yG:%(—1+t+1)
zG:1+2(zA+zM) ze:%(Z— )

X ==t

G

< y6=%t avectER.

1. 2
=t
%7733

b. Lorsque M décrit la droite (%), t décrit 'ensemble R
et donc G décrit la droite (%) de représentation para-

x=£t
métrique y:%t avec tER. (€) = ().

1,2
Z=-_t+%
3 3

f%] Positions relatives de droites

a. Les points A(1;0; 1) et 8(1 ;%; 0) appartiennent

a (9" donc ,@)(O ; 1 ; —1) est un vecteur directeur de
. 2

(@)
Les pomts C(3;0;2)etD(3;1;0)appartiennent a (%)
donc CD(0; 1;-2) est un vecteur directeur de (%).
Or AB x 2 = (D cela signifie que AB et CD sont coli-
néaires et donc (%) et (9”) sont paralléles.
b. Les points A(1;0; 1) et £(0 ; 2 ; 2) appartiennent
a (9" donc AE(-1; 2 ; 1) est un vecteur directeur de
(@).

x=1-t
Ainsi (97): iy=0+2t avectER

z=1+t

x=1

et(9): y:0+%t' avect' eR.

z=1-t
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AB et AE ne sont pas colinéaires donc (%) et (9") ne
sont pas paralléles et A est un point commun a (%)
et (27) donc (D7) et (D) sont sécantes en A(1;0; 1).
C. (%) // (%7) et (9D") et (D) sont sécantes donc (&)
et (2°) ne sont pas paralléles.

« Sont elles sécantes ?

Si elles sont sécantes en M(x; y ; z) alors

3=1-t t=-2

{O+t':2t soit {t’:—4

2-2t'=1+t 2-2X(-4)=1+(-2)
t=-2

soit {t'=—4
10=-1.

Ce systéme n‘a pas de solution. Ainsi (%) et (") ne
sont pas sécantes.

Finalement (9) et (2°) sont non paralléles et non sé-
cantes donc elles sont non coplanaires.

Comme de plus CD.AE=0, elles sont orthogonales.

4 Distance d’un point a une droite

1.+ AB(2;0;-1).et AC(0; 1; 1). Puis z, = ~Z,, mais

Y % Y donc AB et AC ne sont pas colinéaires donc

(ABC) est un plan.

«n(a; b; c) est un vecteur normal du plan (ABC) donc

{2><a+0><b—1><c:0 {Za:c
O0Xa+1xb+1xc=0 -b=c

Avec c =4,a=2etb=—-4 Ainsin(2; -4 ; 4) est un

vecteur normal de (ABQ) et il existe un réel d tel que

(ABC):2x-4y+4z+d=0.

OrA(1;2; 2) appartient a (ABC) donc

2X1-4%x2+4x%x2+d=0soitd=-2.

Ainsi (ABC): 2x-4y+4z-2=00ux-2y+2z-1=0.

2.a. 711(1 ;=2:2)et 32(1 ; =3, 2) sont, respectivement,

des vecteurs normaux de (%) et ().

Orxn_1>: 1 XX mais y.#1 Xy donc 77’1 et 71’2 ne sont

pas colinéaires donc () et (%) ne sont pas paralléles

et sont donc sécants.

b. (?) et (ABC) ont une équation cartésienne iden-

tique donc ils sont égaux. Ainsi C € (P).

Puis1-3x3+2x3+2=1-9+6+2=0donc

ce ().

C est un point appartenant aux deux plans, il appar-

tient é leur droite d'intersection (A).

cu. n =2Xx1+0x (-2 +(-1)x2=0doncu Ln

doncu vecteur directeur de ().

u.n2:2>< 140X (-3) + (=1) X 2 = 0 donc U vecteur

directeur de (%°).

Ainsi U vecteur directeur de (A).

x=1+2t

y=3 avecteER.

z=3-t

1

d.(Q):

—-909—

XM:2k+1
¥, =0k+3
zM=—1k+3.

1=k +1).
U=0©2k><2+1><0+( k+1)x(-1)=0

< 4k+k-1=0=k=

Ainsi AM 1 U si et seulement si k =
b.Sik= falorsM(f ﬂ)

et AM = \/( ~1f -2+ (154 2

:1/—+1+—:,/—:%.
25 25 25 5

[1-2x2+2x2-1]_ 0

4.a.AH= =—=0.
a T+ 212 o
AN = [1-3x2+2%x2+2|
et
b. (AH") L (??")donc (AH") L (H'M) donc AH M triangle

rectangle en H donc H™ appartient au cercle de dia-
metre [AM].

De méme, (AH) L (%) donc (AH) L (HM) donc AHM
triangle rectangle en H donc H appartient au cercle
de diametre [AM].

Dansl'espace, si/estle milieude [AM], IA=IM=IH=IH"
donc H, H’, M et A sont sur la sphére de centre / ou de
rayon [AM] que l'on note ().

¢. (AH) L (%) donc AH et ﬁ sont colinéaires

@—1—1xk
donc AH = kn 1y,—-2=-2Xk oukER
z—2 2xk

. X, =k+1
soit Jy, =-2k+2 aveckER.
z,= 2k + 2
DeplusHE(P)donck+1-2(-2k+2)+2(2k+2)-1=0
donc 9k =0donck=0.

Ainsi H(1; 2;2). On remarque que H=A.

De méme (AH') L (%") donc AH = k71,
X, —1=1xk
1 y,-2=-3xk" aveck'€R.

zH,—2:2><k'

PuisH € (%)
donc (k" + 1) = 3(-3k"+2) + 2(2k" + 2) + 2 = 0 donc
1

14k’ =-1donck’ = -——.
14
13 31 26)

AinsiH’ (ﬁ ﬁ ﬁ

d. Puisque A = H, les points A, M, H' (et donc H) sont
nécessairement coplanaires.
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[ Plans perpendiculaires et fonction
1.a.n°(1;2;0) est un vecteur normal de (%").
- -,

n.n=-2x1+1x2+5x0=0doncn Ln’
et (%) L (9.

b. - Montrons que B appartient aux deux plans.
-14+2%x4-7=-1+8-7=0doncBE (P").
PUIS BA(2 -6;2) ettels que:

BA n= 2><( 2)+ (- 6)><1 +2X5=-4-6+10=0.
Donc BA 1 n donc BA vecteur directeur de () et
comme A € (%), B aussi.

- Montrons que i est un vecteur directeur des deux
plans.

LZ.H:ZX(—Z)_>+(—1)><1 +1x5=-4-1+5=0donc
U L netainsi u est directeur de (P).

2X1+(-1)x2+1x0=2-2=0doncJest un vec-
teur directeur de (9°).

Ainsi 4" est un vecteur directeur de la droite d'inter-
section de (P) et (') et donc de ().

c. Equation cartésienne de () :
Elle estdutype-2x+y+5z+d=00udER.
A€ (P)donc-2x1+(-2)+5%x1+d=0<=d=-1.

Ainsi () :-2x+y+5z-1=0 etalors
“2X5+(-2)+5x(-1)-1] _
dc; (@ :l
Gy V(=22 + 12+ 52 \/E
_18v30 _ 3+30
30 5 '
5+2x(-2)-7| _ 65
d(C; (% | === ——
(€ @N= 12+22+02 \/§ 5

2.a.M=v(1+2t-52+ B3 -t+2)2+(t+ 1)
=42 -16t+16+25-10t+ 2+ 2+ 2t + 1
=612 — 24t + 42

b.f:t+— V61> — 24t + 42.
f est définie lorsque 6t — 24t + 42 > 0.

Or 6t> — 24t + 42 est une expression du second de-
gré dont A = -432, négatif, donc 6> — 24t + 42 est du
signe de 6, positif, sur R.

Ainsi f est définie sur R.

Cette fonction étant une fonction racine carrée, elle
est dérivable ou 6t* — 24t + 42 > 0, c'est-a-dire pour
teERet

(61"~ 24t +42) _ 12t-24 _6t-12
2612 -24t+42 2-/6t2-24t+ 42 f(t)

f(t)=

Deplus6t-12>0<6t>12 < t> 2.
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Ainsi sur ]-oo ; 2], f'(t) < 0 et donc f décroissante sur
[2; +oo[, f(t) > 0 et donc fcroissante ; fadmet donc un
minimum en 2 qui vaut 3+/2.

¢. Ce minimum est la plus petite valeur de CM lorsque
M se déplace sur la droite de représentation paramé-

x=1+2t
trique{y=3-t avectER.
z=t

[ Sphére circonscrite a un tétraédre
1.a.

b. B, C et D appartiennent au plan (O ; 7, jJ alors que A
n‘appartient pas a ce plan donc les quatre points sont
non coplanaires et ABCD est un tétraedre.

c. | milieu de [AB] donc / 0+2 ; 0-2 ; 4+0
11;-1:2). 2 2 2
DemémeJ(0;1;2)etK(-2;0;2).

) soit

d. (%) est médiateur de [AB] donc / € (P,) et AB est
un vecteur normal de (97’ ).

AB(2;-2; 4)donc(97’1).2x 2y-4z+d=00udER.
[(1;-1;2)donc2x1-2X%(-1)-4%x2+d=0<d=4.
(97)1):2x—2y—4z+4:0.

De méme (P):2y-4z+6=0et(P):-4x-4z=0.

e. Q(x; y; z) appartient aux trois plans lorsque
2x-2y-4z+4=0
2y-4z+6=0
-4x-4z=0

2(-2)-2(2z-3)-4z+4=0 z=1
<>{y=2z-3 <>1y=-1
X=-z x=-1

Les trois plans n'ont qu'un seul point commun
Q(-1;-1;1).

2.a.0€(P,)doncAQ=0B;0&(P,)doncAQ=0QC;
Qe (@’3) doncAQ=QD;doncAQ=0Q8=QC=QD.
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Ainsi la sphére de centre Q) et de rayon QA passe par
A, B, CetD.

b.QA=+(0-(-1))7+(0-(=1)+ @4 -1)7=+11.
Ainsi (F): (x= (1)) + (y = (=1)*+ (2= 1) =11
sOit () :(x+ 1)+ (y+ 1)+ (z- 1)2:11.

¥ Intersection de deux sphéres

1. -4x+y -dy+22+2z=7
< X-2-4+(y-22-4+@2+1)P2-1=7
< (X=2+(y-2+(@z-(-1))*=16.
(¥) est la sphére de centre Q(2; 2 ; 1) et de rayon
Vi6=4.

X*=-8x+y’—6y+2z2+2z=-13
< X-402-16+(y -3 -9+ (@+1)-1
< (x—-4P2+(y-3)+z-(-1)*=16.
() est la sphere de centre Q'(4;3;-1)
etde rayon v16 = 4.
2.00 =+(4-20+(3-2)?
=V4+1+0=1/5,

R+ R =8doncR+ R >QQ donc (¥) et (¥) sont
sécantes.

-10

+(=1-(=1))

.a.Me (F)doncOM =4 etME (¥°) donc Q'M = 4.

Ainsi, QM = Q'M et M appartient au plan médiateur

de MM.

b. Le point M(x; y ; 2) vérifie :

X=22+(y-22+(@z+1)2=16

{(x—4)2+ (y-3P2+z+1)=16
(x=22+(y-22+(@z+1)2=16

‘i’{(x—z)z— (X— 4+ (y— 22— (y—3)2=0
x=22+({y-2P%+z+1)2=16

©{X2—4x+4—x2+8x—16+y2—4y+4—y2+6y—9:0
X=22+(y-22+(@z+1)32=16

©{4x+ =17

Donc le point M est situé a l'intersection de la sphére ()

et du plan (%) d'équation 4x + 2y = 17 ; il est donc bien
situé sur un cercle.

-Onnotellx;;y ;) ;il est situé a la fois dans le plan (%) et
sur la droite (QQ'"). Donc:
4x +2y=17
X=2+2t
y=2+t
z=-1

Ainsil(3;%;—1).

avectcR (ona (Y))‘(Z :1:0)).

(Remarque :/est le milieu de [QQ'].)
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« Le triangle QIM est rectangle en | donc, d'apres le théo-

reme de Pythagore, QM2 QF +IM2,

donc IM? =47 - (\/2_) = T

Ains, le rayon de ce cercle estIM = \/3_9

c. QML.OM = QLOM = QI x QM':\/fx\E: %

4. a. Le milieu/de [QQ'] a pour coordonnées (3 ;%; —1).

De plus, (ﬁ‘@ ; 1, 0) est un vecteur normal de ce plan
médiateur (@Q). Il a donc pour équation 2x+y+d=0.

OrlE(@)donc2><3+2 +d=0d'o ud——%

Ainsi, (@) a pour équation 2x +y — % =0.

b.Q & (QQ") et (ﬁ est un vecteur directeur de (QQ"),

donc sa représentation paramétrique est :
X=2+2t
y=2+t
z=-1

avectER.

1 Plans bissecteurs

a.- r_1)(1 02 -2) et ﬁ'(z ;=1;2) sont des vecteurs nor-
maux de (P) et (9.

X->= 2 X X_mais y# 2 X y_donc netn’ ne sont pas
colinéaires et donc () et (%) ne sont pas paralleles
donc ils sont sécants.

NN =1X242X(-1)+(-2)x2=2-2-4=-4
n.n #0donc (P) et (P’) ne sont pas perpendicu-
laires.

b. M€ (€) < dM; (P) =dM; (P7))
- X+2y-2z-1 |2x- y+22+1|
VIZ+ 224+ (222 22+ ((1)7+ 2

@|x+2y—22—1|—|2x—y+22+1|

<= Jjou
X+2y-22-1=-(2x-y+2z+1)
{—x+3y—4z—2:0

{x+ 2y-27-1=2x-y+2z+1

< {0u
3x+3y=0.

€. —x + 3y — 4z - 2 = 0 est une équation cartésienne
du plan de vecteur normal 77’”(—1 ; 3, —4) passant par
A(1;1;0).

3x + 3y = 0 est une équation cartésienne du plan de
vecteur normal ¥(3 ; 3 ; 0) passant par O(0; 0; 0).
Donc (€) est la réunion de ces deux plans.

(€) est la réunion de ces deux plans.
Deplusi.Vv=-1x3+3x1+(-4)x0=0doncu LV
et donc les deux plans sont perpendiculaires.
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ﬂ Géométrie analytique de l'espace

ff1 Ensembles de points
1.

\/

2.G=Dbary{(0, 1), (A, 2), (B,3)}
1X0+2x6+3%0
1+2+3

doncx =
G(22:3; 0)

3. MO + 2MA + 3B = 6MG
donc(m+2m+3/ﬁ).mz6?.?.
Ainsi M est tel queM_G>.M_C>:O
< 2-x)0-x)+B-y0-y)+(0-
X -2X+y -3y+22-4z=0
X +y +722-2x-3y-4z=0

=2ety =3etz.=0.

2)4-2=0
2+(y—%)2+(z—2)2—1—%—4:0

2+(y_%) +(z-22= 29

4
Cet ensemble est donc une sphére.

< (x-

(&) a pour centre 0(1 ;%; 2) et pour rayon \/5_9

4. x =0 est une équation du plan (Oyz).
n_,
V12
spheére (&) sont sécants en un cercle.

Ce cercle a pour équation y? +z* -3y -4z=0

(y——) +(z-2)= 245

Ce cercle a pour centre /(

d(Q, (Oyz)) = ; 1 <7 donc le plan (Oyz) et la

2) et rayon 2
5.a.G0* + 2GA’ - 3GB’ = (22 +32+09)+ 2((4)2
+(=3)2+(0)) - 3((-2)* + (=3)* + (0)?)
=13+ 2(25) - 3(13) = 24.
Donc G € (9).
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b.-/\ﬁ(Z—xB—y;—z)
etMG.U=Q2-X)%X2+B-y) X (=3)+(-2) X0
=-2X+4+3y-9=-2x+3y-5.
« MO? + 2MA? - 3MB? = 24
S X4y +22+2(6 -7+ (-y)?
+(=2)) = 3((=x)* + (6 - y)* + (
S X+ Y+ 224+ 72- 248X+ 2 + 27
+2722-3x>- 108 + 36y - 3y* - 32> =
< -36-24x+36y =24
< -24x+36y-60=0
< -2X+3y-5=0
L'équivalence est prouvée. () est le plan d'équation
-2x+3y-5=0.

-7)9) =24

24

] Un tétraédre dans un cube

—

1.a.Ff(1;0;1)etD(0;1;0)donc FD(-1;1;-1).

1;
Pws/( ;0; O)etJ(O — 1)donclJ( %,%,1)&
K( ;—;O)donclK(%;%;O).
Ainsi FD’.| T %—1=OetFﬁ>.Il_(>=—%+%+0=O.

Le vecteur FD est donc normal au plan (IJK) et donc
(FD) L (IJK).

b. FD est un vecteur normal de (UK) donc une équa-
tion cartésienne de (IJK) est-x+y—-z+d=0oudER.

Or l(%; 0; 0) appartient a ce plandoncd = %

Finalement (UK) : -x+y -z + % =0.

x=1-t
2. (FD):{y = avectER.
z=1-t
x=1-t

3. Résolvons JV = ¢
z=1-t
—x+y—z+E:0
1 1

Onobtient—-(1-t)+t-(1-t)+—=0<=t=—.

2

Ainsix:l,y:letz:l.

2 2 2
4.IK.IJ:—Z+Z+0:OdoncIKJ_lJetalnS|IJK
triangle rectangle en /.

A =l><lj><IK:l>< 1+1+1>< 1+1+0
k9 2 4 4 4 4
_V3

4
— 1 1 1
M= = ——
3 ( 2 2 2



Géométrie analytique de l'espace ﬂ

x—%—%t
6.(l): y:%t avecteR
z=t
x=1
etﬁ)(o;%;%)donc(KL): y=%+%t’
z—%t’

Problémes

[l Programmation linéaire
Partie A

Si x, y et z représente le nombre de m* des marchan-
dises M., M, et M, alors

« X, y et z sont des grandeurs positives ;
- la capacité maximale est 10 m*doncx+y +2z< 10;

« la charge maximale est 5 t donc x + %y+ %z <5.

Partie B

1.a.(P,) et (0;):
E(O;ﬁdoncy=0etz=0puisAE(%)doncz: 10.

A(10;0;0).

(P)et(0;)):

(0;ﬁdoncx=0etz:0puisBE(97>1)doncy: 10.

B(0;10;0).

() et (0;k):

CE(O;I?)doncx=0ety=Opuis CE(Q])1)doncz: 10.

C(0;0;10).

b.De méme D(5;0;0), E(0;20;0)etF(0;0;10).

2. Le plan (ABC) est égal au plan (%.) et le plan (DEF)
est égal au plan (%).
Ainsi (P.) et (O ; 1, /7 sont sécants en (AB) et (P.) et
O;i ﬁsont sécants en (DE).
Lintersection de ces deux droites est le pomt d'inter-
section des trois plans (ABC), (DEF) et (O; lﬁ
=10-10t
(AB): <y:0+ 10t
z=0+0t
x=5-5¢t
(DE): {y=0+20t
z=0+0t

10-10t=5-5¢t
Résolvons {10t = 20t

0=0

avecteR.

avect' eR.
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1 1
———t=1
2 2
et ainsi l:l+lt @{t:_1
2 2 2 t'=-2
t:lt'
2

Finalement (1)) et (KL) sont sécantes en P(1 ;= %; —1)'

t=2t t=2t =1
10-20t"=5-5¢t 5=15t" t=§
Le point G(? 23—0 0) est le point d'intersection des

plans (ABC), (DEF) et (0; 7 JJ.
3 Les points M(x ; y ; z) sont telsque x > 0, y >

>0, x+y+z<10etx+0,25y+ 0,5z < 5 donc Ies
coordonnees de ces points sont les triplets solutions
du systéeme de la partie A.

Partie C

e. Les points M(x; y ; z) qui appartiennent au polyedre
ODGBC et au demi-espace de frontiére (%,) contenant
0 ont des coordonnées qui vérifient le systéeme du A
estx+y+2z< 14,

soit 1 000x + 1 000y + 2 000z < 14 000.

Les points M(x; y ; z) ont les coordonnées qui sont so-
lutions des contraintes du transporteur.

[H Perpendiculaire commune a deux droites
Partie A

1. U et Vsont non collnealres puisque (%) et (%) sont
non coplanaires. Donc (t, V) est une base d un plan et
ainsi il existe un vecteur orthogonal a U et a v, il suffit
de prendre un vecteur normal au plan défini précé-
demment.

2. Ces deux plans sont non paralleles puisque U et vV
ne sont pas coplanaires avec w w donc |Is sont sécants
suivant une droite de vecteur directeur w.

3.(4) est_I)a droite d'intersection de (P) e
vecteur w est un vecteur directeur de (A).

Orw L G donc (A) L (%) etw L Vdonc (A) L (%").
4., On utilise un raisonnement par I'absurde.
On suppose qu'il existe une autre droite (A distincte

t (%) doncle
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ﬂ Géométrie analytique de l'espace

de () de vecteur directeur w' perpendiculaire a la fois
a (D) etad).

On auraitalors 4. W= v. W =0

donc (&) serait perpendiculaire au plan ().

Ainsi w et W' seraient colinéaires car (A) et (&) seraient
paralléles.

Comme l'intersection de deux plans est une droite
unique, c'est que (4) et (A') sont confondues. Donc la
droite (A) est unique.

Partie B

.MM . HH = (MA + HH + HM) . HH'
=MH.HH +HH? + HM . HH'

H et H" appartiennent a (A) donc HH' vecteur direc-
teur de (A).

De méme MH vecteur directeur de (99) et M'H™ vec-
teur directeur de (%°).

Ainsi/W’w /W-/> 0+HH?+0=HH".

2. MM2= MM’ M= (MH+/-W+W).(/W/’+/W+/—W")
—HH?+ (MH+HM ) +2MH. HH + 2HH". HM'

—HH2 4+ (MH+HM ) +2 x0+2X0.
Or (MH + H'M")? > 0 donc MM? > HH? et comme MM’

et HH' sont des longueurs, MM' > HH: Ainsi, HH'est la plus
courte distance entre (<9) et (9)).

Partie C

1.+ x,=2 X x.mais y,# 2 X y.donc U et v ne sont pas
colinéaires donc (QD) et (%) non paralléles.
e
- Voyons si i, Vet AB sont coplanaires. AB(-5;-2; 1).
Cherchons s'ils eX|ste trois réels a, b et ¢ non tous nuls
tels que au + bv + cAB=0.

{ax1+b><2+c><(

<1{2a+b-2c=0
-a+c¢c=0

5)
ax2+bx1+cx(-2)
ax(=1)+bx0+cx1=

a=c b=0
<1{2b-4c=0 ={c=0
b=0 a=0
Ainsi U, Vet AB ne sont pas coplanaires et donc (%) et

(%) ne sont pas coplanaires.
2.-Wlx;y;2).

- -

0 a+2b-5c=0
0
0

W.g:O o [X+2y-2=0 y=-2x
W.v=0 2x+y=0 -3x=z

Enprenantx=1,y=-2etz=-3.
w(1;-2;-3) est un des vecteurs orthogonaux a v et v.
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.n(a;b;c) estorthogonal a wet i

{a+2b—c:0

a-2b-3c=0
Avec b=1eta=—4on obtientn(-4; 1;-2).
Ainsi (P):—-4x+y+-2z+d=0avecd ER.
OrA€(P)doncd=15.
Finalement (%) : —2x+y -2z+15=0.
-Demémen’(a’;b";c’) tel que:
{a'—Zb'—3c':0
2a°+b'=0

Aveca’ =-3 et b’ =6 on obtient n'(-3;6;-5).
Ainsi (P"):-3x+6y+ -5z+d =0avecd €ER.
OrBE (PPA)doncd'=1.
Et (P):-3x+6y+ -5z+1=0.

-4x+y-2z+15=0
3.a.M(x;y;2) € (A) =

-3x+6y+ -5z+1=0.

x=t
< {y=4t+2z-15
-3t+6(4t+2z-15)-5z+1=0
x=t x=t
oly=4t+27-15 < {y=4t+2z-15
21t+7z-89=0 = _3t482
7
R
o {y=2+ avectER.
=—3t+Q
7
b. - H point d'intersection de (%) et (A) donc
t:4+t t':_l
2+ Bozyor - 7
80 t=2
Bt+—=1-t 7
7
Ainsi H(E E, §).
7 77
+ On procéde de méme avec H” point d'intersection de
(@) et (A) et on trouve H(Z—5 % 2)

« Ainsi d((D) ; (97)) = HH'
BB

4 .23 36 \/_
x]49 49 49 7
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quuations, inéquations, systemes

Activités dintroduction

Manuel pages 123 a 140

[l Discriminant

s e8]
DonCD:;a9t5=—a(2ba)2+c:—b2;:ac
bes (20504

2.a.f:y.<0etA>0;
f,y,>0etA<0;

f,:y,=0etA=0.

b. f, : deux solutions ; f, : pas de solution;
f, : unesolution.

3.A>0:deuxsolutions;: A< 0:pas de solution;
A =0:une solution.

4, La conjecture reste valable.

) Ssomme et produit des racines
1. Les deux nombres sont égauxa 12 et 17.

X+y=29
2.. {xy: 204

" peinture

b. Dans I'équation (1) y =29 - x.
€. X(29 -x) =204 < x*-29x+ 204 = 0.

La vérification se fait en développant le deuxiéme

membre de I'égalité.

(x—14,5)%-6,25=(x-14,5-2,5)(x - 14,5+ 2,5)
=(x-17)x-12).

Ce qui valide la conjecture du 1.b.

<1 Résolution de systemes

X=7+3y x=7+3y
1'a'{2x—y:4 ‘1’{ 2A7+3y)—y=4

x=7+3y x=1
b="s g P
La solution du systéeme (S) est donc (1 ;- 2).

2x-6y=14 5y=-10 y=-2 y=-2
b.{ZX—,V=4 ©{2X—y=4© {ZX—y=‘7 {x=1 ’

La solution du systeme (S) est donc (1; - 2).
{x—y—z=—4 {x—y—z=—4
2.{3y+3z=9 <13y+3z=9
-y+2z=0 9z=9
La solution du systéeme (S') estdonc (- 1;2;1).

1. a. Cette inéquation est la traduction de la contrainte sur le chargement qui ne doit pas dépasser 300 kg.

>2
>5
quation : 6 000x + 20 000y < 200 000 que l'on simplifie en : 3x + 10 y < 100.

2.

b. x et y sont des entiers naturels. Et ona : {;

3. a. On ne peut acheter que des pots entiers.

. De plus la contrainte sur la somme totale se traduit par I'iné-

b. - Lartisan peut commander les deux quantités - maximum de potsde 10 kg : 16 ; - maximum de pots de 25 kg : 9.
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

Savair-faire

Ela.A=9,9>0deux racinesx, =—-2etx,=1.
b. A =0, une racine X, = 3.
¢.A=-55,-55<0pasderacine.

d. A =25,9 > 0 deux racines x,=-letx,= g.

w

A a. 2 + 3x - 2 a deux racinesx, =-2etx, =

1
1 2
Ainsi, 2x* +3x-2 = Z(X—E)(X +2).

4x? + 10x—6adeuxracinesx1 =-3etx,=

1
1 2
Ainsi, 4x% + 10x— 6 = 4( ——)(x +3),
2

X+ 2
2(x+3)°
1 P (-2) = P(3) = 0. Ainsi -2 et 3 sont solutions de (E).
b.P(x)=(x+2)(x-3)(x>+x+7).

L'ensemble des solutions de (E) est: { -2 ;3 } car le
discriminant de x* + x + 7 est négatif.

b. Lorsque x¢%etx¢—3,0(x) =

Ha.Px)=(-4)(x2-9).
b.P(x)=(x-2)(x+2)(x-3)(x+ 3).
Ma.x=-1 ;P:%doncx=%.
b.x1:2;5:—3doncx2:—5.

Ma.S:]—oo;—HU]%;+oo[.b.5:[R.

iH Les résultatts sont des valeurs approchées car une
lecture graphique est approximative.

a.5=0;b.5={-0,3;3,3};
¢.5=1-0,82;1,82[;d.S=0.
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mllfaut_que:x+1 > 0,doncquex €1-1;+ ool.
W+l=x=x+1=X=x-x-1=0(E"

A =5 ;I'équation (E") a donc deux solutions :

X, :1_2\/§_et x2=1+2\/§.
b.S=1-00;x [Ulx,;+ o[ M]-1;+ o[

=11 x[Ulx,;+ el

2x-y=-1 4x-2y=-2 5x=5

ma’{x+2{/=7 ©{x+2;)//=7 {x+2y=7
@{x:1

y=3.
La solution du systéme est donc (1; 3).

X+3y=2 X==-3y+2
b'{3x+§y:—1 ©{3x+2yy:—1

{x:—3y+2 @{x:—3y+2©{x:—1

3(=3y+2)+2y=-1 -Ty=-7 y=1.

La solution du systeme est donc (- 1;1).

[ﬂa.D:g _21‘:5><2—2><(—1):12.

D = 0 donc le systeme est bien un systeme de Cramer.
17 -1

DX_2 ) =17%x2-2%x(-1)=36et
5 17

Dy—2 2‘—5><2—2><17_—24.

Ainsi la solution du systéeme est le couple :

(%;%):(3;—2).

-2 3
b.D—‘3 ) =-5%X2-3%x2=-13.
D # 0 donc le systeme est bien un systeme de Cramer.
2 3
DX—10 ) =2x2-10x3=-26et
-2 2
D, = 3 10——2><1O—3><2——26.
Ainsi la solution du systeme est le couple :
-26 -26
——1=(2;2).
(—13 —13) 2:2)

X+y+3z=11 x+y+3z=11
a9 2x-y+z=4 <= 4-3y-5z=-18
-X+y=-3 2y+2z=8
X+y+3z=11
< 3-3y-5z=-18
4z=-12

Ainsi la solution du systeme est: (1;1; 3).
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tquations, inéquations, systémes B

xty+z=1 xty+z=1
b.{2x—y+z=-3 —3y—z=-5
—X+y-z=1 2y=2

Ainsi la solution du systeme est: (- 2; 1; 2).

Ala. xetydésignentles deux nombres cherchés, x> .

X+y=21

x et y sont solution du systéeme (S) {XZ ~)2 =105,

y=21- {y: 21-
b'(5)©{x2—(21—x)2:105© 42x — 441 =105
Les deux nombres cherchés sont donc 13 et 8.

Ewercices d’entrainement

Equations du second degré

AP adeuxracines -3 et-1.
Ainsi P, (x) = (x+ 1)(x + 3).
P,aune racine 2.

Ainsi P,(x) = —(x - 2)%.

¥l A = 13, A > 0 donc deux solutions;
A=5,A>0donc deux solutions;

A =-23,A < 0donc pas de solution ;
A =0 donc une solution.

Ala.Px)=0+1)(x+2);b.P(X)=2x+ 1)

Ma.A=9,A>0doncS={2;1};
b.A=-3,A<0doncS=0;
c.A=41,A>OdoncS={_3_m'_3+m};

4 4
d.A=0doncS={3}.

b. Pas de solution ;

A a. Deux solutions ;

¢. Pas de solution; d. Une solution.
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27 P(x):x2+x+5><:—;et1
PXx)=2x*+x-3 Pas de racine

PXx)=5x>+x+1 -let3
P(x) = % +;x 3 «—2et1
Px)=x*-2x-3 Pas de racine
PX)=-x>-x+2 -3et2
28] Signedea | Signede A | Nombre de racines
a. + + 2
b. - - 0
C. + nul 1
Hla.P(2)=0,P(X)=(x-2)(x+3)etx,=-3;
b.P(-1)=0,P(X) = (x+ 1)(- 2x+3) etx, =>;
1 1 1.
(5) ( 5)(2x—2) etx,=1;
P(3) = )=(x-V3)x-1)etx,=1.
Ema P(X)=x(x+1);x,=0;x,=-1;

P(x) = \/_x 2\/_x+2 = l,x2

3
PX)=-4(x-1)? ;x1=x2=1,
d.P( )=x(x-9);x,=0;x,=9.

w

Wa.s={-5: }ibs=t-3:55e5=0;d.5=- 2}

Ea.S:{—EH}.
b.P,(x)=P,(x) & 2¢-x-1=0< (2x+1)(x-1)=0.
Les solutions sont donc x, = —%et x,=1.
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

EE] A désigne laire totale.

A =2nR? + 2nRH = 6R? + 90R.

A =600 < 6R>*+ 90R =600 < R*+ 15R- 100 =0.
L'équation a deux solutions -20 et 5.

Les dimensions devant étre positives, le rayon R est
donc égala 5 cm.

Ainsi le volume Vseraégala V=nR*H=1125cm’.

Somme et produit des racines

3
Ha.x = 1,S=5doncx2=

I

I

1
2
b.x =2, P:_2—3_doncx2 = —%
¢.x,=2,5=4doncx,=2;
d.x,=1P= —%doncxzz —%.
£H a. Les deux nombres cherchés sont 4 et 6 car ils
sont solutions de I'équation : x> — 10x + 24=0;

b. Les deux nombres cherchés sont -5 et 2 car ils sont
solutions de I'équation : x> + 3x - 10=0.

£l La largeur et la longueur du rectangle sont 4 et 5
car elles sont solutions de I'¢quation : x> - 9x+ 20 = 0.

EM a. (X+y)2=X2+y2+2xy=%Ts+2 X (= 3) =%,
1 1
b. 51 :—S_OU 5225.
x et y sont donc solutions des équations :
X2 +2x-3=00ux-1x-3=0.
2 2

Les couples solutions sont alors :

-2 3 )

Inéquations du second degré

E

a. 1
X — o0 5 1 + oo
P.(x) + 0 -0 +

b X — oo -1 + oo
P.(x) - 0 -

C |y oo -4
P.(x) - 0 + 0 -

d X — o0 + oo
P.(x) +

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Ma.S=]-oo; 1[u]— +oo
b.S=0;
S:[S \/W;SH/@];

dS— ] 5- \/W[ ]5+\/W [
Mla.P,(x)>0 b.P,(x)>0;

[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ﬂ

R

c.P(x) >Osixe]1 ;3[;

[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ml

Px)<0six&E]-o0;1[U |-+

[NORHAL FLOTT AUTD REEL RAD HP n
b—.—.iﬁ
[NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HMP

=

Ala.(x-3-16<0 < x-6x-7<0;5=1-1;7[;
b.-7¢%+x<1<-7¥%+x-1<0;S=R;

C12>X+1x<= xX*+11x-12<0;5=1-12;1[;

d.2X+9%-14>x-4< 2x*+8-10>0;

S=]-00;=5[U]1;+0o[;

ex(x 2)<9-2x<=x*-9<0;5=1-3;3[;
fx+1DX-5 <X+ 1Nx+2) = x*+9%+7>0;

s] 9\/_[]9+\/_ [

d.P(x)>0.

MHa.P, (x)>P,(x) < 2x* - 4x+%>0
hetfof
b.Sur]— 1[ ]3+oo[

1

sur bX 3[ (€)) est au-dessous de (%) ; (€,) et (€)

) estau-dessus de () ;
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tquations, inéquations, systémes ﬂ

se coupent en deux points d'abscisses %et %

[
\ /

Hla.R(x)=1250x.
b. B(x) = R(x) — C(x) = — 2x* + 750x — 50 000.
¢. B(50) =-17 500 ; B(100) = 5 000 ; B(300) = -5 000.
Pour une production de 50 et 300 produits, I'artisan
enregistre une perte, alors que pour une production
de 100 produits, il réalise un bénéfice.
d.B(x) >0 < - 2x*+ 750x-50000>0;
s_|750- 50165 750 + 50165

4 ' 4 '
L'artisan doit fabriquer entre 87 et 288 objets pour ré-
aliser un bénéfice.

M1.a.m=-2; b.m=-0,1; am=2.

Equations se ramenant au second degré
Ma.P(-1)=0.

b. L'équation x> — 2x + 4 = 0 n'a pas de solution. Ainsi
(E) n'a qu'une solution : -1.

M1 2 est solution évidente car :
4x23-3%x22-5%x2-10=32-12-10-10=0.
Ainsi 4x* — 3x> — 5x— 10 = (x — 2)(4x* + 5x + 5).
L'équation 4x*> + 5x + 5 =0n'a pas de solution, donc la
seule solution est : 2.

M a. P(x) = (x + 1)Qx).

b. x>+ 1=0n'a pas de solution ;

Q(x) =0 n'a pas de solution.

Finalement I'équation P(x) = 0 n'a pas de solution.

] a. Il suffit de développer (E').
b. (E") < X*—2X+1=0a pour unique solution X,=1.
c.xz—x—Z:X0 < x2—-x—3=0.
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Cette équation a deux solutions :
X, = 1 _z\/ﬁ etx,= ! +2\/ﬁ.
ma.x1 = —letx2 =2.

b. x> = x, n'a pas de solution car un carré est toujours
positif.

x? =, a deux solutions —v2 et V2.

¢. On pose X = x2. Ainsi
2X—3x*—2=0<2X*-3X-2=0.

Les résultats du a. et du b. permettent de déterminer
les solutions de I'équation qui sont donc —+/2 et +/2.

fla.x>—10x+9=(x—1)(x—-9).
b. P(x) = (x> — 1)(x>* = 9).
cCPX)=Kx—1X+1Xx-=3)(x+3).

Elx+% —2=0<x+1-2x=0.
Ainsi (E) a pour solution : 1.

fH 'équation — X2 + 5X — 7 = 0 n'a pas de racine, la
courbe () correspond donc au polynéme P,

Les autres équations ont des racines,

et comme P (0) = -6 la courbe (&) correspond donc

au polynéme P, et la courbe (&) correspond donc au
polynéme P..

Equations/Inéquations irrationnelles
Fla.S=@car—3<0;b.S={-1};¢c.S={8}.
S=18;+ .

fla.D=@doncS=0;

b.D:[;;+oo[.

VX+2=Vy2x-3 <= x+2=2x—3 < x=5.
Ainsi S = {5}.

i a. Le trindme X2 + x + 5 n'a pas de racine, il est donc
toujours positif. Ainsi D = R.

W +x+5<5 < X +x+5<25 < xX+x-20<0.
S=1-5;41.

b.D:[;;+oo[.

W<V2x=3 < x<2x—=3 < x>3:5=13;+ .

1 a. Le trindme x> — 5x + 6 a deux racines : 2 et 3. Il est
positif six €] —o0;2[U13; + oo[.

. . 1
Le trindme 4x%> + 4x + 1 a une seule racine : -3 Il est
donc toujours positif ou nul.

Ainsi:D=]—00;2[U]3;+ol.
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

b. x> = 5X+6 = VA + 4x + 1 =8m — 20.
S X-5x+6=4+4x+1<3x¥+9%-5=0. Dy:m2_1 —mm+4:(m_ (=m+4) —2m
Deux racines : x, :_9% “141etx2 :_9% “141. =-m’+3m-—4.

Ainsi la solution du systéeme est le couple :

x, € Detx, € D. AinsiS={x, ; x}. (8m—20,—m2+3m—4)

. o s e m>—=9 ' m?—-9
Systémes linéaires
. . —4 -2\ (42
> c.Slm:ZIecouplesolutlonest(fs;fs:(E;E).
Eﬂa.D:1 3 =7.:7 #0donc une seule solution. I
2x+3y—-5z=-11 2x+3y—-5z=-11
b.D=‘1 2‘=0_ Fa.{ax+y-22=-8 <« {55-8z=-14
2 4 X=2y+z=-2 7y—7z=-7
-1 . 2x+3y—5z=-11 x=-1
c.D—‘1 1‘—2.2;1:Odoncuneseulesolutlon. @{Sy—Sz:—M @{yzz
|2 _ . X—2y+z=-5 X=2y+z=-5
ED—‘1 3‘—5.5:ztOdoncuneseulesolutlon. b.[—x+y+22=—4 @{—y+3z:—9
2X—y—z=5 3y—3z=15
= v -1 y
Ainsi la solution du systéme est le couple : e {—y +3z=-9 e {y -
10 -5 6z=-12 z=-2
(7;7):(2;—1).
5°5
y<—2x+5 )
<—X*+4x
Ma y<-05x+3 b })/(>3
“1x>0 T >0
y>0 y=5

4

\
2
1

T 1
fa.D :‘ 13 ‘ =2:2 % 0donc une seule solution.

1 1 1 1
Ainsi la solution du systéme est le couple :
4 -2
—;—=(2;=-1).
5i5])=@i-n
2 1
wo-l? 1z

On ne peut appliquer la méthode de Cramer.
[ Les nombres g, b et ¢ sont solution du systéeme:

E1.a.Lorsquem:3,(S)@{22“'22)'?3 a+b+c=10
X+2y=1 100c + 10b + a = 100a + 106 + ¢ + 297
3 # 1 donc le systeme n'a pas de solution. 100a+10b+c=100b+10c+a—117
b.Lorsquem:1,(S)@{‘W:3 a+b+c=10 a+b+c=10
2x=3 <199a-99¢c=-297 <{a-c=-3
. . 3.3 99a —90b —9c=-117 1Ma—-10b-c=-13
Le systeme a donc pour solution le couple (— ; —).
~1 —(m— 2 4 c-3+b+c=10 b+2c=13
m-1 —-(m-5) .
2.a.D= 2 m-1 =Mm-=17%+2(m-=05) <{g=c-3 ={a=c-3
=m?-09. Mc—33-10b-c=-13 \c-b=2
m#-3 a=2
D¢O©{m¢3. o lp=3
m —-(m-5) €=>.

b.D =

X

=m(m—1)+(-m+4)(m-15) Ainsi le nombre cherché est 235.

-m+4 m-1
Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -110 -
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Se tester

3 1. Vrai; 2. Vrai ; 3. Faux ; 4. Faux ; 5. Vrai ; 6. Faux ;
7. Vrai.

%2 1. Vrai. A = 1. Deux solutions : X, 3_1 :let
341 4 2
X, = =1.
4 1
2.Faux. 2x* —3x+ 1= Z(X—E)(X— 1).

3.Faux. ) +x—6)=(x—2)(x + 3).

4. Vrai. Trindbme du signe de —a = -1 a l'intérieur des
racines.

. 13 7
5.Vra|.D—‘5 1

6. Faux La solution est le couple: (— 2; 3).

‘:13X1—5 X7 ==22.

exercices d'approfondissement

il Danger : inéquation

1.a. Le trinébme a deux racines : x, = 10_3\/%
et X2 :M
3
X —00 an X2 +°°
32 —20x+7 + (:) _ (:) N
b. D = R\{6}.
2 —
()= 3x—20x+7 > 0.
X—6
X —° X1 6 X2 + oo
xX—6 _ _ 0 + N
3x*=20x+7| + 0 - ~ 0 4
PW) S N
S:[X1,6[U[X2,+oo[
2.a.D=R\{-2;2}.
-4 + 0 - 0 4
' 1 X +5

C.I©X2—4_1<0 X2_4 \O‘

a s £ =2 2 \/§ + o0
xXX—4 + + 0 - 0 4+ N
XS - 0 + + + 0 -

0 - (:) + - + (:) .

Ainsi, S =]—c0; —\/5] U 12;=2[ U [/5 ; + .
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M1.b.2.a.3.b.4.a.5.¢.6.b.

M1.ccar®>-6x12+11x1-6=0.

2.a.car(x—T)(x*—=5x+6)=x*—5x2+ 6x — x>+ 5x— 6
=x*—-6x*+11x—6.

3.b.carx* - 5x+ 6 =0adeuxracines:2 et 3.

4. b. Trinbme du signe de —a = -1 a l'intérieur des ra-
cines.
5. c. car le trinbme x> — 5x + 6 change de signe en 2.
(Pour détailler cette réponse, on peut dresser un ta-
bleau de signes.)
6.a.carPx)<11x—6 < x*—6x2<0

< x}(x—6)<0.

t2l Somme = produit
a.x=2ety=2.
b.(E):x*—mx+m=0.

¢ A=m>-4m.

+si0 <m< 4, pasde solution,
«sim=0,unesolutionx=y=0,

«sim=4,unesolutionx=y=2,
m—+/A

«sim < 0oum >4, deux solutions x =

m+ /A
S

(] Signe d’un polynéme du troisieme degré

a. NIJRHRL FLOTT AUTOD REEL DEGRE MP

ety=

On conjecture que P(x) < 0 lorsque x < 6,8 (environ) ;

que P(x) =0 lorsque x=6,8;
que P(x) > 0 lorsque x < 6,8 (environ).
b.x,=1.
¢ P(x) =(x—1)(x*+ 6x —6).
d. x, =—3-+15 etx,=-3+15
X —oo X, X, 1 + o0
x=1 - - -0 +
X +6x—6 + 0 - 0 + +
P(x) -0 + 0 - 0 |+
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La conjecture du a. (lecture imprécise) est invalidée
par le calcul.

t£] Paramétre et intersection
a.

On conjecture que:

«lorsque k < -5,1il n'y a pas de point d'intersection ;
«lorsque k=-5,1ilya un unique point d'intersection;
+lorsque k > -5,1 il y a deux points d'intersection ;
b.f(x) =gx) & 2¢+7x+1—-k=0.
A=49-8(1—k) =41+8k.

Sik<— ‘131 , aucun point d'intersection ;
. 41 . . .
Ssik= ~g un point d'intersection ;
. 41 . " .
sik> ~g deux points d'intersection.

24 Inéquation

a. Qadeuxracines — 3 et —%.
bo X —00 —5 +OO
P(x) + Q +
1
X —0o -3 2 + oo
0 - 0

Qlx) +
c.S:]—3;—;[.

i Deux nombres inconnus

x désigne I'un des nombres, |'autre est donc l.
L'énoncé se traduit par I'équation (E) :

( 1)2 5, 1 5 1 5, 1

X+—| +X+—=7T<X+2+—+X+—=7

X X2 X2 X2
< 2x*=5x2+2=0.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

On pose X = x*Ainsi (E) < 2X>* - 5X+2=0.

Cette équation a deux solutions :l et 2.
Finalement, on obtient quatre solutions :

xE{—ﬁ;—\k;Ji;\/ﬁ}.

i Equation inconnue
1.A=5m’-14m + 1.
2.a.A=1< m(Bm-14)=0.

Orm;tO,doncmz%.

b. (E) a deux solutions X, = —% etx, = —%.

3.A<0<mE 7_5\/H;7+5\/ﬂ )
—-m+1—-5m*—14m + 1
4.a.x1:
2m
—-m+1+5m*—14m + 1
etx, = .
2m

b. Les deux solutions sont — 1 et %

t& Vitesse d’un avion
L _ 630 . _ 630
aller V=100 ! retour V+ 1‘?0 630
bty + by = 16 <2 630+ ) =16
- 1260V 16
12 -10000 '

< 1,6 2—-1260V—-16000=0.
c¢. A =1300?%; (E) adonc deux solutions :
V, = —12,5 (non valable car la vitesse est positive) et
V, = 800.
La vitesse de I'avion serait donc de 800 km/h.

1 Un carreau

A oee = X2 41100 — (10 — 2x)2] = —3x% + 40 X.
A =100—-A_, .. =3x*—40x+100.

<A < 6x—80x+100>0.

blanche
colorée blanche
= . 20— 510
Le trinbme a deux racines : x, = =y =

etx. = Mzng.

2

1,4

Oro<x<10,doncx&€[0;x].

tf] Carrés et cubes des racines
1.a.A=29;A>0.
b.S5=3,P=-5.

2.a.(x, +x) =x+Xx7+2X, X,
b.x?>+x>=5-2P=19.
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3.a.(x, + xz)3 = xf + xz3 + 3x12x2+ 3x1x22.
b.x’+x} =$-35P=72.
3- \/_ 3+429
2 2 .
Vérifier ensuite les résultats précédents avec ces va-
leurs.

4x—

[T] Une ficelle

a.0n pose AC=x.

Le théoreme de Pythagore se traduit par :

132=x2+ (20 — x)? < 2x* —40x + 231 =0.

Le discriminant est négatif (A = -2 096), donc cette
équation n'a pas de solution. Il est donc impossible
de tendre la ficelle de maniere a ce que le triangle soit
rectangle.

b. [ désigne la longueur de la ficelle.

En procédant de maniere analogue au a., on obtient
I'équation : 2x*> — 2Ix + [> — 169 = 0.

A=1352-4/]

A>0 < 1<+338 = <132

La longueur de la ficelle doit donc étre inférieure a
13+/2 cm (soit environ 18,4 cm).

[l Un pavé

1.V=abc;A=2(ab+ac+bc);L=4(a+b+c).

2.a.PX)=x>—(a+b+c)x?

L A

b. P(x) = x* —sz +EX_ V.
—39x*+284x—420=0 (E).

c.a, betcsontlesracines deP.

3.a.x,=2.

b.(E) & (x—2)(x*—37x+210)=0

< (x—2)x=7)(x—30)=0.

¢. Les dimensions du pavé sont donc 2 cm, 7 cm et
30 cm.

+ (ab + ac + bc)x — abc.

fH Des équations irrationnelles
a.(EYX+X-6=0.

b.X,=—3,X,=2.

¢.Vx=-3 estimpossible; Vx=2 = x=4.

Finalement, S = {4}.

2.a.(F)X*+X-2=0.

b.X,=—2,X,=1.

C.Vx—1=-2estimpossible;Vx—1=1=x=2.

Finalement, S = {2}.
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fE] Point sur la courbe

a. A milieu de [MM'] donc
X+ x'

{3= {x':6—x
2 E——
3:Z+Z y.:5x—5_
2 X-2
5x-5 —x-1
b.M'&(® "=f(x' =
€)=y (X)©x—2 -X+4
< 2*—-12x+11=0.
c. Cette équation a deux solutions : X, —ﬂet
_6+14 /
27 2 :
-8-14
d.f
(x,)= 23 ©

Une histoire de boules
LaV, =V _ _v_ =91

interieur boule

b.V,, = 200mR A"
2.2.912m=200nR — SR> <> I~ 150R + 684 =0,

¢.(E) = (R-6)(R*+6R—114)=0.
d. Deux solutions R =-3- V123 et R,=-3+ \123.
R>0.DoncR=R,=8,09.

Le rayon de la deuxieme boule est donc environ
8,09 cm.

-8+1/14

) = s

[ Systeme 2 x 3
w[X+2y=5-z
a.(S){ -2X+y=-3+2z
1 2 .
b.D= 51 = 5.5 % 0donc une seule solution.
5-z 1 1 5-z
D = 3427 3 ‘—18—52etDy— B _3+22—7.
Ainsi la solution du systéeme (S') est le couple :
(18—52 _1)
5 '5F
c. L'ensemble des solutions de (S) est alors :
18-5z 7 .
,f,z) ,avecz € R.
5 5
[ Bassin

a.d,, d, etd, désignent les débits respectifs des trois
robinets et V/ le volume du bassin.

+ e
d +d, 20
Le tableau se traduit par le systéeme: d,+d,= %
v

d+d,=
12°
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f¥1 Un circuit électrique

Calcul de la résistance équivalente des résistances
montées en paralléle :

1 1, 1 _ x+5 B

2(x+ 3)

=—+ = <R = .

Req 2 x+3 2(x+3) “  Xx+5

Il en résulte I'équation :

2§(X_|_+53)+x=4,5 < 2x+3) +x(x+5) = 4,50+ 5)

< X2 +2,5x-16,5=0.
L'équation a deux solutions : x, =— 5,5 et x, = 3.

La valeur de la résistance étant un nombre positif, elle
estégalea3 Q.

Problémes

fI] Une méthode de résolution babylonienne
la.u=1,u=1,u=2etu, =2

1 1 (1++2)2-1
b.u +u,- =1+v2- =
T U+, V2 T+v2  1+42
:2+2\/§:
1+42 ’

cEleoxr—-ax-1=0;:A=c2+4=8.
E') adeuxsolutions: 1—+v2et1+v2=x,.

2.Pourc:—3:u1:—§,u:2,u:£etu :@_
272 43 4 42
(E') a deux solutions : -3 _zm et =3 +2\/ﬁ.
Pourc=0:u,=-0,u,=0,u,=Tetu,=1.

(E") a deux solutions: —1 et 1.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Systéeme 4 x 4

X+y+z+t=6
2X—y+3z—t=5 -
X=3y+z+2t=-1
3x+2y—-z-t=4

X+y+z+t=6
-3y+z-3t=-7
4y +t=-7
—y—4z-4t=-14

(X+y+z+t=6 X+y+z+t=6

©<—3y+z—3t:—7 -3y+z-3t=-7
4y +t=-7 4y +t=-7
-y—4z—-4t=-14 —13y —16t=-42

(X+y+z+t=6 X+y+z+t=6

- -3y+z-3t=-7 -3y+z-3t=-7
4y +t=-7 4y +t=-7
—77y=-154 =2
x=1

- z=2
t=1
y=2. S={1;2;2;1}L

ff] Réservoir

d désigne le débit du deuxieme tuyau et t le temps de
remplissage lorsque I'on utilise les deux tuyaux.
L'énoncé se traduit par le systeme::
{(15 + d)t = 1400 - {15t+ dt=1400
d(t+30)=1400 dt +30d = 1400
{t: 2d
2d*+30d-1400=0.

Deux solutions pour d: -35 et 20.
Le débit étant positif, il ést égal a 20 litres par minute.

3.a.0n pose X = x>

3 9 13 V13

Uy= 20Uy = U= et = =

(') a deux solutions : 3 _;/ﬁ et> +2\/ﬁ.

Ainsi on obtientx2 = > _;/ﬁ etx2=3 +2\/ﬁ.

3_;/ﬁ < 0.Finalement, I'équation a deux solutions :
_\/3+2\/ﬁ et\/3+2\/ﬁ.

b. On pose X = vx.

u, =%, u2=%, u3=% et u4:\/2§(E') adeuxsolutions::
1-v5 1445
2 2

~-14-
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Ainsi on obtient vx = | _2\/3 etyx=" +2\/§
1-45
2

< 0. Finalement, I'équation a une solution :

(1+\/§)2:3+\/§
2 2

£l Un probléme chinois

1. Grace a la feuille de calcul, étirée jusqu'a la ligne
251, on conjecture que la réponse au probléeme est
x=250.

2. a. Le théoréme de Thalés donne I'égalité :

1775 x+34

X
& 1775Xx20==—X(x+ 34
X 20 o X+ 34)

2
© x*+34x-71000=0
b.A=34?+4x71000=285156=534%.

~34-534

L'équation a donc deux solutions : =—284

ot 34934 _ocg

La dimension du c6té de la ville devant étre positive,
la seule réponse est qu'elle mesure 250 pas de coté.

fH Systeme avec paramétre

1 {yijf(()) = {z=—y

VT x=1.
X+y+z=1

DoncS={1;y;-ylavecy € R.
1 1 1.1

X+ _y+_z=— 1
2 27 2 4 x+3y+3z=—
1.3 3 _1 2
24X+ y+-z=— 4
2 27 2 4 1
1 X+y+z=—
X+y+z=— 2
2
vl =l
& 2 & 2
y+z=0. z=-y
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DoncS:{%;y;—y}avecyE R.

—X+2y+2z=1 2y+2z=3
3.—x=-2 S x=2
X+y+z=2 y+z=0
impossible, donc S n'a pas de solution.
4.a.(1) @2a2x:3a2—a@x:%.
b.2)ex=1-a.
ex=22"1_1_go30-1=2-22
2a

o 2a*+a-1=0.
Cette équation a deux solutions: — 1 et %

5. Finalement, le systéme n'a pas de solution sia = 0
eta# % et une infinité de solutions sinon.

fE] Triangle dans un carré
1. On conjecture que l'aire du triangle CMM' est égale
a9lorsquex=1,8.

On conjecture que l'aire du triangle CMM' est supé-
rieure au quart de l'aire du carré lorsque 1,8 < x < 6
(environ).

2.a.x€ [0 ;6].

b. A(x) = Aire . — Aire, —Aire, . —Aire,
2 _ _ 2

—36- X _66=X)_6(6=X_ X ¢,
2 2 2 2

cAX) =9 —x*+12x—18=0.

Cette équation a deux solutions :

X, =6-32etx,=6+3V2.

Le nombre x doit étre inférieur a 6, donc la seule solu-
tion admissible est x..

d.S=[6-3v2;6].
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Activités dintroduction

Restriction d’une fonction

D a.

x |-351-20] O 10 | 30 | 50 | 80 | 100 | 400 | 500
f(x) | 210 |142,5| 105 | 943 | 80 | 70,9 | 62,1 |58 |398| 38

-
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

(2) a. On retrouve sur ce graphique quelques points
du tableau précédent :

« pour une distance x =0 m, la nuisance sonore est de
f(0)=105dB;

« pour une distance x = 30 m, la nuisance sonore est
de f(30)=80dB;

« pour une distance x = 400 m, ma nuisance sonore
est de f(400) = 40 dB.

b. g est définie sur l'intervalle [0 ; 500].

¢. On cherche x tel que g(x) = 50.

4500 4500

x+60 0T xre0 X

< 20x+1200=4500 < 20x=3300 < x = 165.

A 165 m, la nuisance sonore d’une éolienne corres-
pond a celle d’'un micro-ondes.

glx) =50 =30+

Composition de fonctions
D 2,=10;+[, 2,=R.
@)[0; +oo[ L [0; +0o[ - I> R
x = fx) = Vx — g(f(x) = g(Vx) =x - 1.
(3) a. Car il faut que g(x) > 0 pour pouvoir écrire
f(g(x)).
b.[1;+oo[ I [0; +oo[ f> R
x—gx)=x-1—f(gx)) =f(x-1)=+x-1.
¢.On constate quegof=fog.
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Manuel pages 141 a 158

Surjection, injection, bijection

®

a. 10 ©) b. - Lorsque m=0,
9 m possede un seul
8 antécédent par f:
7 x=0.
‘: «Lorsquem >0, m
. possede deux antécé-
3 dents par f:
5 x=—-/metx=Vm.
1
N
-4-3-2-1 101 2 3 4
-1
-2
a NG b. - Lorsque m <0,
o m ne posséde aucun
8 antécédent par g.
7
6 « Lorsque m =0,
. m possede un seul
4 antécédent parg:
3 X= 0
2 « Lorsque m >0,
1 m possede un seul
0 4l .
2351 o1 2 3 a  antécédentparg:
-1 x=+/m.
-2

(3) Pour tout m > 0, m posséde un unique antécé-
dent par h : x = v/m, donc h est injective et surjective.
h est donc bijective.

fonction associée a une fonction
usuelle

MDa.ac

< (€) et (%g) sont
symétriques par rapport
a I'axe des ordonnées.
d.. (‘“6,,) et (%h) sont
symétriques par rapport
a l'axe des abscisses.
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@a.ac

8

6 (Cy,

4 (€)
2

0

4 2/0 2/4 6 8

2

4

6

-8

+(€) est Iimage de (&) par la translation de vecteur
u(a; b).

Savoir-faire

E] a. A chaque nombre entier naturel n, u associé le
nombre entier naturel 3n.
Donc u est une application de N vers N.

b. En tant que fonction, u est une application. Son en-
semble de départ est R et son ensemble d'arrivée est
R.

C. u est une application du plan dans lui-méme qui,
a tout point M du plan associe son symétrique M’ par
rapportal.

Aa. .= R\{-1}et QZ R, donc f et g ne sont pas
égales.
x-Dx+1)

Pour tout x = -1, f(x) =
xX+1

=x-1et,
_Ix=Tpourx>1

gi) _{—x+ 1 pour< 1.

Ainsi, f et g sont égales sur [1; +oo[.

b. Lensemble de définition de h est R.

L'ensemble de définition de i est R\{-1}.

Donc les fonctions h et i ne sont pas égales, sauf pour
x>0, c'est-a-dire sur [0 ; +ool.

Ela.xe2;71;2<x<7

S4Lx+2L 9=>l< !

3 3

o
=
Mm
S
o
N>
~
=
n N
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Kl a. limage de]
D'ou le schéma :
gof:1-3;+eo[ £510; +0o[ - IR

—3; +oo[ par fest]0; +ool.

| 5
X X3 —gofl)= X+3°
b. Limage de ]0 ; +oo[ par g est 0 ; +ool.
D'ou le schéma:
fog:10; 4ol 4510 400 [ LR
X — X — fog(x) \/)_(5_1_3

il a. Pour tout b de [0; 3], b admet au plus un antécé-
dent par f (toute droite d’équation y = b coupe (€) au
plus une fois). Donc f est injective.

b. Pour tout b de [0; 3], b admet au moins un antécé-
dent par f (toute droite d'équation y = b coupe (¢') au
moins une fois). Donc f est surjective.

¢. Pour tout b de [0 ; 3], b admet exactement un anté-
cédent ade [-2; 7] par f (toute droite déquationy =b
coupe () exactement une fois). Donc f est bijective.
12 p est une applica-

tion du plan (&)
vers (2).

a. Pour tout point M’ de (92), il existe une infinité d’an-
técédents de M’ par p (tous les points situés sur la
droite perpendiculaire a (2) passant par M').

Donc p n'est pas injective.
b. Pour tout point M'de (2), il existe une infinité (donc
au moins un) d’antécédents de M’ par p.

Donc p est surjective.
¢. p n'est pas injective, elle n'est donc pas bijective.

15 (f'g ) est I'image de la courbe représentative de la
fonctlon racine carrée par la translation de vecteur
u;3).

i - Pour tout xde R, g(x) = f(x + 1) - 2.
- Pour tout x de R, h(x) = f(=x).
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Enercices d’entrainement

Notion d'application

if g n'est pas une application car a un point M du
plan, elle associe deux points H et H' du plan.

M a. f([AB])=[DCl.  b.f([AB]) = [CDI.

i fest le prolongement de g sur R.
fest le prolongement de h sur R.
h est la restrictionde fa[4; 8].

A C'est une application de I'ensemble () des points
du plan vers R.

Bl a.

(2)

(2)
@,

M

b. Cette relation n'est pas une application car a un
point M de (9), elle fait correspondre une droite,
c'est-a-dire une infinité de points de ().

FE] On peut conjecturer que f= g sur [2; +oo[, f=h
sur[-1;1].

Eg:xn—>g(x)=—%x—1.

FASixe[1;3],alors [x-1|=x-1et|3-x]=-x+3,
doncg:[1;3]—R
X > -x+5.

A3 a. Pour tout xde R,
gx)=4x*+12x-7;
h(x) =4x*+12x-7.

b. Non, car elles n‘ont pas le méme ensemble de dé-
part ou le méme ensemble d’arrivée.

Hf=g="¢.
Image, image réciproque
Ha.f([0;0,6])=[0;1].
f(I-1;01)=1[0; 1].
f(10; 1) =[-2;1].

f(01;2) =[-22;-2].
f([0;1)=[-2;-1,61U[-1;0,6].
fU(-2;2)=[-22;1].
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M a. s ([AB]) = [ABT];

b. s ((AQ) = (A'C);

.5 ([BCD) =[B'C1;s((BC)) = (B'C') ; ou A; B, C'sont les
symétriques de A, B, C par rapport au point L.

Mla.-3<x<4<-20<

-5x< 15
= -19< f(x) < 16.

Donc f([-3;4]) =[-19; 16].
De la méme fagon, on trouve que:

b. f([=3:4]) = [0 321.
an_[ 5. 4

. f([=3:4]) = [—2 , —5].

d. f([=3: 4]) = [-250 ; 16].

Mla.1<fl<2e1<3x-4<2

5K 3x<6<:>§<x<2.
Donc £'([1:2]) = [5 2]

b.1<fX)<2<=1

Donc f([1;2])=10; 1].
d1<f<2e1K

Donc FY([1;2]) =

ma f([-5;50)=1[1;74].

SR )

b. - g([2; +eo[) = [0 +ool. -g.,([0;4]) =03;7].
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i a. p((P) = (D).

b. p((A)) = {H} ou H est le point d'intersection de (A) et
de (2).

C.

p~'([AB]) est la zone colorée en gris (bords compris).

Composition d’applications

EEla. gof(x) = (2x+ 3)%

b.gof(x)=2x*+3.

c.90f(x):2><(x1

d.gof(x) =5x% (V3x+5)*-5=15x+ 20.

fMa.f(R) =

bfof(x) (5x—1)—1—25x 6.
-f(R) =R.

fof(x) -3(-3x+4)+4=9x-8.

Ed1.gof(x)=-2ax+3a+b

etfog(x)=—2ax+-2b+3.
2.gof(x)=fogx) = 3a+b=-2b+3<=a+b=1.
Le couple (2; -1) convient.

fda.-A=[-1; +oo[.

«f(A) =f([-1; +oo) = [0; +oo[ = B.

b. g(B) = g([0; +oo) = [-1; +ool.

c.gof:[-1;4o0[+—[0; 400+ [1; 4oof
x+— f(x)=Vx+1—gof(x)=3x+2.

fla.-A=R.
«f(A) =f(R) =[-1; +oo[ =B.
b. g(B) = g([-1; +eo[) = [0; 6].
c.gof:R+—>[-1; 4[> [5;6]

1
2+ 1

x—fX)=2x*-1+—gof(x)= +5.

Efa.etb. M =s,0p(M,)

M, =s,0p(M)
M’3 = Slop(M3)
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N’1 =po s,(N )
le =po S/(Nz)
N, N’3 :pos,(N)

m a S(AB) OS(AB) =id
b. tﬁo tﬂ;): tﬁ
C.SAOSAZId@)

2)

1
Ta.hog =773

Lensemble de définition de ho g est R.

_ 1
b.hof(x)= 13

Lensemble de définition de h o fest R\{é}.
c.hogof(x)=h(1+4(-2x+1)?)
_ 1 _ 1
1442+ 1242 A2+ 1243
Lensemble de définition de hogofest R.
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Injection - Surjection - Bijection

Al (1) Application surjective.
(2) Ce n'est pas une application.
(3) Application bijective.

(4) Application injective.

P Cette application est injective et surjective.
C'est une bijection de N dans [.

43| f, est bijective caron lit que f([-1; 1]) = [-3; 3], et
que tout y de [-3 ; 3] posséde un unique antécédent
xdans [-1;1].

M a.PourA=[1:3]etB=10;1], festune injection,
mais pas une surjection.

b. Pour A=[-2; 2] et B=1[1; 2], f est une surjection,
mais pas une injection.
c.PourA=[1;2]etB=][1;2], festune bijection.

A a. Pour A = [0 ; +oo[ et B = R, g est une injection
mais pas une surjection.

b.Pour A=R et B=[1;+ec[, g est une surjection mais
pas une injection.

¢.Pour A=[0; +oo[ et B=[1; +oo[, g est une bijection.

Mla.PourA=[0; 1] et B=[-1;2], h est une injection
mais pas une surjection.

b. Pour A=[-1;4] et B=[0; 2], h est une surjection
mais pas une injection.

c.PourA= [% 5] et B=[0; 7], h est une bijection.

1 1.a.Puisquefeststrictement décroissante sur[a; b],
f(la; b]) =[f(b) ; f(a)] =B.

b..f([a; b]) =[f(b);f(a)], et pour touty de [f(b) ; f(a)],
il existe un unique antécédent de y par f, donc f est
bijective.

Pour démontrer ceci, on peut raisonner par I'absurde :
supposons que y ait deux antécédents distincts x, et
X, par favec X, X, € [a; b] et, sans perdre de générali-
té, x, <x,. Dans ce cas, f(x1) = f(xz) =y, ce qui contredit
le fait que f est strictement décroissante sur [a ; b].

2. On procede de la méme facon avec f strictement
croissante.

A - u(N) = N*,
« Soit k € N*, on cherche /' ou les antécédent(s) de k
paru:

k:g+1avecnpair

k=u() <
n+1

k= avec n impair
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n=2(k-1) avec n pair

n =2k -1 avec nimpair
dong, a tout k de N*, on peut associer un unique an-
técédent n par u.
u est donc injective et surjective de N sur N*,

M11.0na:

Donc, fest une application de E X E vers E.
2. fest surjective et non injective.

i Soit £~ la réciproque de la bijection f.
Ona:fof=f= (fof)of'=fof"doncf=Id.
Fonctions associées

Gl a9, =R (f+g0=-3x+13.

b. QZW =R, (fx g)(x) =-10x*+ 5x + 30.

C. QZf_g =R, (f-g9)x)=7x-7.

d.2 =R\ {2, (;)(x) _ 243

C5x+10°
e. D p=[-3 4], (VAW = V2 F3.
f. D =1-o;2], (Vg)(x) = V=5x+10.

F1.9,=10; +0o[ D, =[0; +oL.
2.2.9,, =10;+e,

(F+g)(x) = 3x + Vx = 3x =3x + (1 = V/3)Vx.
b.9fXg=[O;+oo[,

(Fx g)(x) = (2x + VX)(x = V3x)
=2 - 23X + xx - x\/3
=22+ xx(1 = 24/3) = x+/3.
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€Dy, 15, =05 +e0, 1 1.a.gof(x) = —f(x).
(F+v3g)(x) = 3(2x + VX) + V3(x - V3x) b. 8
=6x+3Vx+xv3-3Vx =6x+x\3
=(6 +3)x. 6
m a. —R\{l'1} (i)(x)_ZXZ7+'| 4 (Cf)
LT T G T3 ax
1T () = 1
b‘@f]z’Jr [’(g)(x)_(zx—WW‘ 0
-4 -2 4 6 8
3 a. Pour tout x de R, )
(af + bg)(x) = alx + 1)* + b(x - 2)°
=ax®+ (3a + b)x* + (3a — 4b)x +(a + 4b). -4
Par identification:a=1et b =-3. 6 (Cgof)
b2, =2, =RQ.[ L Ju=E+T
W -3¢/ -3(x-2y 8
3 a. “le,) 2.a.foglx) = f(-x)
5 (Cy) b. 9
4 8
7
’ (Crag) 6
fog
2 5 (Cy)
1 4
3
0
2 -1 o 1 2/ 3 4 5
-1
0
> —5—4-3——11 1 3 45
3 -2
-3
-4
3.a.gof og(x) =-f(-x).
b.
b.
6
(Cy)
4
-6 -4 f2 4 6
-2
-4
4 (Cgo,foy -6
-8
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[l a. l a.

X -5 -2 -1 3 X -1 1 4 5
8 4 1 2

glx) _3 / \ . glx) \ p / \_3

b. b.

X -3 1 2 5 X b 0 3 4
0 3 3 4

h(x) \ . / \_8 hix) \ | / \_1

c).( -5 1 2 5 c)‘( 1 3 6 7

3 0 5 6
| _ \_4 _ 00 S~ 3 T TN |

Fl a.gof(x)=f(x) +c;
fogx)=f(x+c);gofogx)=Fflx+c)+c.
b.

(Cgofoq)

-30

Se tester

31 1. Vrai; 2. Faux; 3. Vrai; 4. Faux ; 5. Vrai ; 6. Faux.

fH 1. Vrai. En effet, pour tout x de R, h(x) = x2 > 0.
2.Faux.Eneffet, -5 < hix) <4 -5<x* <4
SIKX<4dse -2<x<L 2

3. Faux. En effet, pour -1 € R n'admet aucun antécé-
dent par h, donc h n’est pas une surjection, donc n'est
pas une bijection de [0 ; +oo[ vers R.

4.Faux.En effet 2, =92, N 99\{)(6 99/g(x) =0}
g
donc P, = [0+ o[\ {3}.
g
5. Vrai. En effet, fohog(x) = (x - 3)* + 2.
F 1.a;2.b;3.b;4.b.
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[ 1.b. En effet, u n'est pas injective car, par exemple
au chiffre des unités 2, correspond une infinité de
nombres entiers naturels (2;12;22;...).

2 adonc plus d'un antécédent par u.

u est surjective car a tout chiffre des unités corres-
pondent au moins (et méme une infinité) de nombres
entiers naturels ayant ce chiffre pour unité.

2.b.Eneffet, -1 <x<8=0<x+1<9
S0 +1<322<L2+x+1<5
S2LfX) <5 fx)e(2; 5L

3.c. En effet, sion poseg: x +— Vx,

alors f(x) = g(x —(-1)) + 2.

4. b. - En effet, pour tout x de [-1 ; +oof,

hoiog(x)=h oi(x+1)=h(/x+1)=+x+1+2.
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Exercices d’approfondissement

3 Al'aide de fonctions usuelles
Il existe plusieurs réponses possibles
a.f=uov owavec

1 2
U:X—5X+7;,ViX— —; W:X— X
X

b.f=uovowavec
U:x—3x-5;vix—x*;wix—x+1.
c.f=uovowavec

1
Uu:x—x-10;vixr——;w:x—x+4.

X
d.f=uovowavec
Uix—Ix+3:vix— X wixr— x—2.

[T Retrouver une expression
a.f(x)=2x+1.

=5x -
¢. ZPhof= [—l; +oo[.

Pour tout x de @hof, hof(x) = 5v2x -2.

[¥] Résolution graphique
1.a.Pourtoutxde R,
alx—b)*+c=ax*-2abx+ab? +c,

par identification avec f(x) = x> + 4x,
a=1 a=1
on trouve {-2ab=4 c'est-a-dire {b=-2.
ab?> +c=0 c=-4

b. (€ ) est obtenue par translation de la courbe de la
fonctlon carré, par le vecteur ul-2 ; -4).

c.et2.a.

A N

u

((‘Dpv

w b

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
| 0 ‘L
-8 -7 -6 -5 % -3 -2 -1 01
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b. Graphiquement,

-g( x) =5 lorsquex=-5oux=1
+g(x) > 5 lorsque x € ]—oo; —5[U]1 +ool.
.gx) = 5 & |x+2)2-4|=

(:){ X+2)?2-4=5 pour(x+2)
—x+2 +4 =5 pour (x +2)* -
={i

X+2)>=9pour(x+2)?>>4
+2)>=-1 pour (x + 2)? <4 (impossible)
Sx+2=30ux+2=-3avecx&E[-oo;-4]U[0; +oo[
S x=Toux=-5avecx&EJ-o0;-4]U[0; +ool.

-4>0
-4<0

3. Résolution graphique

w

Par le calcul, on trouve que:
a.f)=1ox=-2-50ux=-2+4/5.
b.gx)=1=x=-2-\/50ux=-2++5
oux=-3oux=-1.

[T] Composées
a.SoitxER-{0; 1},

f, estune bijectionetf "= f ;
f, est une bijectionetf, "= £ ;

f,estune bijectionetf," = f;

f, estune bijectionetf, ' = f,;
f, estune bijectionetf "= f_;
f.estune bijectionetf "= f.
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b. o> ¥ f f f f f ¢. Pour tout point M(x ; y) du plan, son image par la
! : f1 f2 f3 f4 f5 f6 symétrie orthogonale d’axe (A) d'équation y = x, est le
1 1 2 3 4 5 6 point M'(y ; x).
2 L/ O S IS0 /S Or, M(x;y) E(€) &y =gx)
f, f, f, f, f, f, f, sy=\Jl-¥*y=1-x
flF | f [ f | f | Ff|f SxX=1-yex=yi-y
4 4 5 6 1 2 3 .
f f f f 7 r r donc le point M'(y ; x) € (“69).
f5 f5 f4 fz f3 f6 f1 Ainsi (“69) est symétrique par rapport a (4).
6 6 3 4 2 1 5 3.a. Pour tout x de R \{1},
o ) X+2 N
Involution x—1 _X+242(x-1) _ 3x

1.+ Soient g, b dans A, si f(a) = f(b),
alors f(fla)) = f(f(b)) et donca = b.
Donc fest injective.

« Soity € A, si f(x) =y alors f(f(x)) = f(y) donc x = f(y).

gog9W) X+2-(x=1) R

Tx+2
1

x-1
Donc g est une involution de R\ {1} vers R\ {1}.

b.

Donc il existe un antécédent (ici x) a tout nombre y de (C,)
A.Donc f est surjective. / g
Ainsi, fest bijective et f' =f. 6 y=x
5
2.a.Pourtoutxde[0; 1], 4
gogl) =11-(WT=x =VT-([T=x¥) = V¥ = x. ;
Donc g estinvolution de [0; 1]1dans [0; 1]. 5
b. 1
0
y=2x -6 -5 -4 -3 -2 01 2 3 4 5 6 7 8 9
(Cy) X
1 -2
-3
-4
-5
-6
< Mx;y) e (‘69)
Syx-1)=x+2=xy-y=x+2
Sxy-x=y+2x(y-1)=y+2
0
; 1 @x:y&f@/w'(y;x)e(%g).
Ainsi, (%g) est symétrique par rapport a (4).
tl] Opérations sur les fonctions
« Expression des fonctions f+ g, fx g et -2f + 3g: « Expression de la fonction fog:
X —o0 0 2 oo | |x —o0 -1-3 0 T+/3  +o
| I |
f(x) X (:) X é:l -2x g(x) X2+ 2x % X2+ 2x (I) 2x % -2x
| I |
g(x) X2+ 2x (:) 2x ‘:‘- 2x gix) -2 + (I) - —|2 - (I) +
| | I | I
(f+9)x) 2+ 0 X+ 8 0 (Flght| -2g900 4 (g 0 (g 4 -29(x)
| | I
(fFxg)(x) X+ 2x° (:) 23 1:6 —4x? fog(x) | —2x*-4x (IJ X'+ 4x3 + 4x? (I) 4x? lll 4x
| [
(-2f+3g)(x)| x*+6x (I) -2x2 + 6x ‘Il 10x
Cargo 1" C/S - Livre du Professeur —124 -




Géneralités sur les applications ﬂ

Problémes

t2l Un résultat surprenant

1. fest une application, donc chancun des n éléments
de E a exactement une image dans F par f.

a. Sifestinjective, alors les nimages dans F par f sont
distinctes deux a deux, doncn < p.

b. Si f est surjective, alors chacun des p éléments de f
est I'image d'au moins un élément de £, doncn > p.

c. Si f est bijective, alors f est a la fois injective et sur-
jective,doncnpetn>p=n=p.

d. Si f est injective et n = p, alors les n images deux a
deux distinctes dans F par f sont les n éléments de F.
On en déduit que f est surjective, dont bijective.

e. Si f est surjective et n = p, alors chacune des p élé-
ments de F par f a exactement un antécédent dans
E par f; donc f est injective. On en déduit que f est
bijective.

2.a.Soienta, bdans N,

p(a) = p(b) & 2a = 2b < a = b donc p est une bi-
jection de N sur I'ensemble & des nombres entiers
naturels pairs.

b. Puisqu’a chaque élément de N correspond un
unique élément de & et réciproquement, ces deux
ensembles contiennent le méme nombre d’éléments.

t2 Fonction réciproque

1. Pour tout point M(x; y), le point M'(y ; x) est le symé-
trique de M par rapport a ().

2.a.-F:R—R

X—2x-5

f(R) = R, de plus, soity € R tel que y = 2x - 5 clest-

a-dire x = y42- 5, ainsi, tout y de R admet un unique

antécédent parf.
festdonc bijectiveetf': R+— R
x—f(x) = VAES
+g:R*— R* 2

X+ X
g(R*) = R*, de plus, soit y € R* tel que y = x?, c'est-
a-dire x = Vy (x € R*), ainsi, tout y de R* admet un
unique antécédent par g.
g estdonc bijectiveet g :R*— R*

x— g7 (x) = Vx.
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On constate que (€7 et (61) sont symétrique par
rapport a (4), tout comme (%”g) et (%9-1).

Mix;y)E(6) =y=Ffx) >y=2x-5
@x=%=>/w(f1(y);y)e«gf)

S My; ) E(Er)
ou M’ est le symétrique de M par rapport a (4).
Mx;y) € (%g) Sy=gk) y=x
S x=\y & MFy);y) E(E,)
S My; () € (Eg4)
ou M’ est le symétrique de M par rapport a (4).

3.a.-l<x<5<:>l<l<5
5 5 x
o222 ppe-3c2 1¢9
5 x 5 X

< h(x) E]—%;9].
DoncB:]—%;Q].

b. - De plus, soityEBtquuey=§— 1,

C'est-a-dire x = 2 y ainsi, tout y de B admet un
unique antécédent par h. h est donc bijective.
3 1
h1- 2. LI
h ] 5 ’9]'_>[5 ’5[
2

X—h'x)=—"—
y+1
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ﬂ Géneralités sur les applications

@) (a)

f est une fonction bijective de A vers B, de fonction
réciproque .
Mix;y) €E(En) < M(F'(y);y) €E(E)

= My; £(y)) € (1) ou M est le sy-
métrique de M par rapport a (4).

(%] Bijection réciproque

1.f:E—F

x+— y =f(x) est bijective

doncf':F—E

y+— x=1f"(y) est bijective

car f'(F) = E et tout x de E posséde un unique antécé-
denty par .

2. On suppose que fo g = id, (I'autre cas se traite de
facon similaire). ‘

fog=id,:F+d Evs F

y—=gly)—fogly) =flg(y) =y.

Ainsi, g(y) est 'antécédent de y par f,doncg =f".
3..r'estlarotation de centre A et de mesure d’'angle

T rad.
3

-t est la translation de vecteur BA.
-5, estla symétrique centrale de centre A:S, =S5,
* S, estlasymétrique orthogonale d'axe (4) :
— -1
S(A) - S(A) :

« h™" est 'hnomothétie de centre B et de rapport %
4.a.(hog)of=ho(gof).
b. . gofestune application de E vers G.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur

Pourtouta,bdeE,gof(a)=gof(b)
= f(a) = f(b) (car g est injective)
= a = b (car fest injective).
Donc g o fest injective.
« f(E) = F (car f est surjective)
et g(F) = G (car g est surjective)
donc gof(E) =g(F) = G, donc g o fest surjective.
«gofestdonc bijective de E vers G.
+ On vérifie (voir question 1.) que
(goflo(flog™)=id..
Ainsi, (gof)'=f'og™.
c.-h o h, est 'nomothétie de centre O et de rapport
k, X k..

- h. 7" est'hnomothétie de centre O et de rapport kl
1

_ , i 1
- h " est'hnomothétie de centre O et de rapport R

«(h,0h,)-1estI'homothétie de centre O et de rapéort
1

k, xk,

d--18<x<0=02<x+2<2

=3 <L<10<:>O<f(x)<9,
X+ 2

doncf([-1,8;00) =[0;9].

De plus, tout y de [0 ; 9[ posséde un seul antécédent
par f, donc f est bijective.
0<Xx<9I0<VXx<9Ie 1< g(x) <10,
doncg([0;90) =[1; 10L.

De plus, tout y de [1; 10[ posséde un seul antécédent
par g, donc g est bijective.

of1:[0;9[—[-1,8:0[

xn—>—2+i.

X+ 1
«g':[1;10[—[0; 9]
Xl—>(X_1)2

3 1
«gof:[-1,8;0[+— [1;10[
xX—1+3 2 -1.

X+ 2
s(gofy'=flog’:[1;10[+—[-1,8;0[
xv—>—2+#.

=

X- +1

3
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m Llimites et continuiteé

Activités d'introduction

Manuel pages 159 a 174

Approche intuitive de la notion de limite en un point

l.a./y 1-0,001| -0,01 | -0,1 0,1 0,001 | 0,999 0,99 1,01 1,001 1,0001
f(x) -1 |-1,009|-1,089 | -0,891 | —0,998 | -0,0005 | —0,005 | —0,0049 | —0,00049 | —0,000049
b. Lorsque x tend vers 0 (respectivement vers 1), f(x) b.:g) >A<=x-2<K % (carx-2>0,A>0etla

tend vers —1 (respectivement 0).

On dit que la limite de f(x) quand x tend vers 0 (res-
pectivement vers 1) est égale a —1 (respectivement 0).

On noteXILrp x)=-1 (respectivementJLrp (x)=0).
2. a. - Lorsque x se rapproche de 2 par valeurs supé-
rieures, g(x) devient un grand nombre positif.

« Lorsque x se rapproche de 2 par valeurs inférieures,
g(x) devient un grand nombre négatif.

fonction inverse est décroissante sur ]0 ; +oo[)
1

< x<K l\+2©0<x 2<

PourtoutA >0, il existen >0
n=>g(x) > A).

Ainsi, des que x est suffisamment proche de 2 (supé-
rieura 2), g(x) E[A; +ool.
Donc I}an g(x) = +oo.

x>2

(n —Ztel que |v-2| <

Approche intuitive de la notion de limite a Uinfini

1. c. Lorsque x devient de plus en plus grand, g(x) se
rapproche de 1.

2.a.h(x)>A}©{ 2—3>A©{X2>A+3
x>0 x>0 x>0
x>VA+3(carA+3>0).

b. - Pour tout A > 0, il existe B> 0 (B=+/A + 3) tel que:
(x>B= h(x) > A).
« Ainsi dés que x est suffisamment grand, h(x) E[A ; +oo].
DoncXILrpw h(x) = +oo

Limites et représentations graphiques

1. a.XILer f(x) = +oo b.XILrpwg(x) =-
cXILrpW h(x) = +o0 d.XIi_)ngmi(x) = +4o0
e.JLanf (x) =—c0 f.)(ILQ g(x) = +o0

g.lim h(x) = +eo . im 7(x) = —co.

XILanf(x)—+oo
2.2l g(x) = —oo
X—>+oo

On ne peut pas donner |Irp°°(f+ g)(X) car « +oo —oo » st
une forme indéterminée.

lim f(x) = 4o

e dX +oo
= +4o0

donc par produit){ILrpw(fx h)(X)= +oo.

I|m f( ) = —o0

I|m h( ) = —o0
On ne peut pas donner X'Lrﬂo
forme indéterminée.

limi(x) = —o0
{Jlm glx) =

f oo
—(x) car « — »est une

(e o]
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On ne peut pas donner I|m (/ + g)(x) car «—oo+o0 » est
une forme indéterminéé.”
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m limites et continuité

Notion de continuité

1.a. - fest continue sur R.

-2 -1 0

- g n'est pas continue en 2.

8

7

L

-1

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Ll

« k est continue sur R.

b. - fest continue sur R.

« k est continue sur R.

b.

- g et h ne sont pas continues sur R.

2.a.F(0)=0;E(-1,5=-2;E(1)=1etEH3)=1.

Ce

-2 =1 a 1

=2

x>n Xx<n

x<n x>n

et E n'est pas continue en n.

-128 -

¢. n désigne un nombre entier relatif.
. ETHE(X) =E(n) et lxiT,,E(X) =n-1.

«Comme IXi[an(x) % I);LnnE(x), on ne peut déﬁnir)l(i_r)r} E(x),



limites et continuité m

Savoir-faire

El SoitA> 0.
fX)EJA; +o[ = f(X) >A =

< 3>A(X-4),carx>4

3
. 4>A

©§+4>X2
A
3
—+4>x
N y

Ainsi, des que x est suffisamment proche de 4 (supé-
rieur a 4) f(x) €]A; +oo[. Donc I)Emf(x) = oo,

x>4

A soit A < 0.
Fl) E oo Al = flX) <A <> —— <A
X+ 2

< 7>Ax+2)carx< -2

©%<x+2carA<O.
7

S ——-2<X
A

Ainsi, dés que x est suffisamment proche de -2 (infé-
rieura -2), f(x) € J-o0; Al.
Donc I)jmzf(x) = —oo,

X<=2

Fla.limx=-o

X—> -0 ‘I

etlim-4x*+1 :Xlim

X—>—-00

Donc par produit,)erlof(x) = +oo,

b. Pour tout x de R\{0} :
X 1
Fo) = no 1
X2 (1 + ;) X(1 +F)

e lim x = -cc et I|m (1 + —) =1, donc par produit :

X—> -0

lim x(1 + ;) = —oo,

X—> -0

« Puis, par passage a l'inverse : lim f(x) =
X—> -0

Euercices d’entrainement

Limite en un point
Ha.1:b.3;¢c.-m;d.1.

17k [E[\jof(x) =-—oo et I)ngof(x) =400 ;

x>0 x<0
« lim g (x) = —co et lim f(x) = +oo;
x—=0 x—0
x<0 x>0

«lim h(x) = +oo; o limi(x) = -3.
x—=0 x—=0
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Ela. IXiLnO3 =3et [Ein01 +1/x =1 donc par passage du

guotient IXiLnOf(x) =

x2(1 —i+l2
b.Pour tout x de R\{0}, f(x) = #
2
1- i_i_lz X(2+x2
fg=_ * %
2+l

lim (1 ——+—)—1 etI|m2+l—2donc par quo-

X—>+oo X—>+00

X—+oo

tient,ona:limf(x) :%.

il - Pour toutx ER, [sin(¥)| < 1, pwsiz sin(x)] < 2.

« Ainsi, pour tout x de R\{0}, | f(x)| < <l

. Commexlim 2 0, le théoreme des gendarmes

i x|
montre que lim | f(x)| = 0, donc lim f(x) =
X—> 400 X—>to0

i a.f(0)=0+sin(0)=0
b. - fest continue en 0, si et seulement si :
I)Lmof(x) =1£(0).Or:

Xx<0
IXiLrlof(x) = IX@O(T —-cosx)=1-cos0=1-1=0=1(0).
Xx<0 x<0

Par conséquent, f est continue en 0.

« De plus, f est continue sur R\{0} comme somme de
fonctions continues sur R\{0}.

fest donc continue sur R.

[E-Iigwx—1:0+etIiLan—1:2—1:1
x> 1 x> 1

donc, par quotient, I|m g =+o &R

x>1
Donc g n'est pas prolongeable par continuité en 0.

Ma. (F() > 100 etx > 1) < (51 100etx>1)
©( S 20etx> 1)< (x— 10 etx>1)
< 1<xK 1+i

20

Sur l'intervalle ]1 ; e [, I'inéquation f(x) > 100 admet

poursolutlons]1 1+ 210
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m limites et continuité

b.(f(x)>Aetx>1)©( > >Aetx>1)
1 A 5
©(X—1>Eetx>1)©(x_1<ZetX>1)
5
1T<xg< 1+
= ‘A

Sur l'intervalle ]1 ; +oo[, l'inéquation f(x) > A admet

pour solutions ]1 i1 +%]

¢. Pour tout A > 0, il existen >0 (r] :%)
telqueVxE]1;1+n],flx) >A
Par conséquent, I)Lm1f(x) = +oo,

x>1
[Ha. lim (x-3)=0*
donc par passage au quotient, I|m
b. lim |x-1|=0*

donc par passage au quotient, lim >
=1 x=1|

« Pour tout x de R, |cos(x)| < 1 donc |x cos(x)| < |x]-
. Par le théoréeme de gendarmes, I|m x cos (x) =0.

2
= +oo0,
3 (x-3)

I|m\/)—( \/—etllm (x=5)= Odoncparquotlent,
. x=5
l)!Lns Vx =0.
Eﬂlerp X+3=4 etXILrp x—1=0, donc par quotient,
lim X+3 —
=1 x=1

21] a. lim (x+3)=5etlim (x-2) = -5.
b. On remarque que

—oco 2 +o0
[
x-2 - 0 +
Ainsi, lim (x—2) =0 et lim (x - 2) = 0*.
X—2 X—2
X<2 x>2
¢. On remarque que

X —00 -3 +o0

I
x+3 - 0 +

Ainsi, I)Ern_gx +3)
d Xx<-3 x>-3

=0"etlim §X+

X —-—

e.. IXian(x— 2)(x+3)=0"et IXian(x— 2)(x + 3) =0*.
Xx<2 x>2
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Ainsi, par passage a l'inverse :
lim f(x) = —oo et lim f(x) = +oo.
X—2 x—2

x<2 x>2
. I)Ern_gx— 2)x+3)=0%et I)ELn_3(X -2)x+3)=0".
Xx<-3 x>-3

Ainsi, par passage a l'inverse :

lim f(x) = +o0 et lim f(x) = —oo.

X =3 X =3

Xx<-3 x>-3

Aa.limx+1=limx*+1=2,
x —>-1 x —>-1

Xx<-1 x>-1

donclim £ =1im £() = >.
x —-1 x —=-1 2
x<-1 x>-1
b. . I)Emzx— 2=0et IXianX"" 2 =4, donc par quotient
X<2 Xx<2
limf(x)=-
X—2

X<2
. [ganx -2=0"et I)Emzx + 2 =4, donc par quotient

Xx>2 Xx>2

lim f(x) = +oo.

x—2

x>2

C.«lim 2t ] :letlimx:O*, donc par quotient
x=>0 x4 4 x—>0
x<0 x<0

lim f(x) = —c0

X—)

x<0

TS o R .

. I)Lo 4 "4 et [ginox— 0*, donc par quotient

x>0 x>0

I)Emf(x)=+oo

x>0

d.. Ilmx2 025etI|mx 0,5 =0, donc par quotient
x<05 x<05

I|mf(x):—oo.

x<05

Ilmx2 025etI|mx 0,5 = 0% donc par quotient

.x>05 x>05
lim f(x) = +oo.
x—=05

x>05

- limge-5="22-5-20
X< 502
etlxigqséxz—sz“xzs—s:zo.

‘x>5/2 .
«lim2x-5=0"etlim2x-5=0"
x—5/2 Xx—5/2
X< o5
« Ainsi, par quotient :

lim h(x) = —co et lim h(x) = +oo.
X—5/2 x—5/2
Xx<512 x>5/2

Limite a l'infini

= lim £

= +oo ;Xlim f(x) =—o0;

lim g(x) = —eo; lim g(x) = +oo;

)Ji_)rpwh(x) = 400 ;XlLrth(x) = o0,
XILrpwi x)=0 ;XIerlo i(x)=0.
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limites et continuité m

A3 a. b. (A main levée)

\\

L —— ¥

<t

¢. Comme lim f(x)

im f(x) = +eo et pour tout x de R, g(x) >
fx), lim g(x) ="+oo

i € désigne un réel strictement positif.

a.Six> % alors 0 < % < € car la fonction inverse est
décroissante sur ]0 ; +oo[.
Ainsi, 1 —e < h(x) < 1+ ¢, ce qui implique que h(x) € 1.

b. Pour toute >0, |IeX|steA>O(A——)telquer>A
hx)€11-€;1 +¢l.

Par consequent,XILrp hx) =

x+4) _ -5
x+4

-1 x+4 (x-1)-
-1 =Xt X
Ha.f x+4 x+4 x+4
b.(|f(x)-1|<eetx>0)
(~e<fx)-1<eetx>0)

©(%<x+4etx 0)
(x>——4etx O)

¢. Pour tout € > 0, I|EXISteBE|R(B—* 4)te| que
Vx>B|f(x)-1|<e
A|n5|,XI|_)rp°°|f x)-1=0 doncXIi_)rpmf(x) =1.

A a. lim 2x%2 = 3 = +oo,

X—>+oo

b. lim4x + 5= -0

X—>-00

C. Iim( —1)2—+oo
d.Jim 7x - 1 = —eodonclim N [7x = 1] = +oo.

X—> -0

e. Ilmi—OdoncI|m7+§ 7.

X—>+to0 ¥ X—>too

f||m£—0—|lm donclim 2 %=O.
X=0 X X=>-o0x? X0 X X

A lim x - 5 = —e donc par quotient, I|m 3 =0.
parq 5

X—> -0
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Calcul de limites et comparaisons

Ema.xliﬂ\ f(x) = 4oo;
c.XILnOw fx)=cosm=-1;

b. lim f(x) = +eo;
X—>+o0

£l a. On remarque que)}Lanf(x) =—o0 etJLang(x) =0.
Donc par somme,)(lm(f+ g)(x) = —c0,

b. On remarque queXILrQ flx)=3 etXILnO1 glx) =

Donc par produit,XILrTOm (fX g)(x) = +oo.

¢. On remarque que lim f(x) =+ et lim g(x) = 0.
Donconnepeut pas dlrectement caIcuIer lim (f>< g)(x):
c’est une forme indéterminée.

d. Comme I|m f(x) =3 et lim g(x) = +oo, lim i(x) =0
par quotieit.” =t =g

A a. Pour tout xde R, — cos x > -1
et0<2+cosx<3.

x
. 1 1
Ainsi, x —cosx > x-1et —— > — (passage a
linverse). 2+cosx 3
Par conséquent, f(x) > 1 pour tout x > 1.
Xx-1 — oo
X—>to0 1
¢. Comme pour x > 1, f(x) > x — — par comparaison,
lim £(x) = +oo. 3
X—>+o0
in (3x)] 1
a.Pourtoutxde R, |gx)| = [sin (
& 1964 X+1 S x+1

car,VaE€R, [sin(a)| < a.

1 .
b. -« Comme lim = 0, par comparaison,
x=teox? 41

X'LTJQ x)|=0, 50|tXILrpwg(x) =0.
Commexlmloﬁ =0, par comparaison,
XILm lgix)| =0, 50|tXILm glx)=0.

XILrp 56-1=-1 EtXILT X+ 2=2,donc par quotient

lim 5-1__1
0 x42 2

+lim x — 2 = —oo et lim x*> = +o0, donc par produit

X—> -0 X—>-00

lim (x = 2)x? = —oo.

X—> -0

£ 1. a. Pour tout x de R\{0},
f(x)=4x2 X 1+ 4x* %

—4x2(1 +i+%)

L ygex 3
4x2
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m limites et continuité

1 3 14 ooty g, 9
b. lim 4x* = +eo; lim —© =lim —~- =0 et ax’ ax T oax! oax
X=>oo o 4y Xt 42 =X n n n
lim (14 +2) =1 TS S S
X400 4x  4x? me memJ mem
¢. Donc parprodmtXILrpDOf(X) = oo, - a . L L. | L9
2.1im 4x* = +oo; lim - = lim i—Oet «lim aX ax_ ax -
X x>0 Ay x> 4x2 Xx—to b b b
Iim( +l+i)—1 donc par produit lim f(x) = +oo LRk R it
el gy gl T o ' b, b X" bx"
donc par quotient lim P _ lim gnﬁ.
M a. lim 5 + 1 = +oo et lim 3x+2 = +eo. x=>t0Q(x)  x~teb X"
On ne peut donc pas deduwe I|m f( ) : C'est une forme 1+ a ., + 4.4 . .a
indéterminée. ' ax U ax ax
b. Pour tout x € R\{0}, b.im, b b b 1
1 1 T4-m=ty Dy o
X2(5 + ;) 5+ ; me mem b Xm
f(x)= =X . P(x) ax’
2 2 donc par quotient Ilm—— lim =~
(3+e) 3+t bard Q) = b xm
1 1
!}D}m; =0 donCXILrIL,S +7=5 Ef] a. « Pour tout x de R\{0},
Ilmg—Odoncxllm3+%—3 1 f():—4x3+5——4x3(1+_8x)
o 54—
2 . 1
- On obtient alors par quotient : lim X :g. Jim ~4¢ = +eoetlim 1+ 5 =1, donc par produit
3 +% Iim (x) = +oo. 1
- Comme de plus lim x = +eo, par produit - lim —4x* = lim 1+ 7 =1, donc par produit
XILnP f(x) = +oo. XILngwf(x) = —oo,
b. - Pour tout x de R\{0},
E¥1 1. a. - Pour tout x de R\{0}, comme a_# 0, _7 T
o n f(x)—fx4+x2—x—x4(f+7—f3).
P(x):ax"[1+%+ +9X —GL] - X
p aan Gan GnX" .X||_)m°ox4 :)JLrIr‘]wX“ =400
a a .7 (7 011 7
=ax’ 1+ T e S N7
[ a X a Xn " a Xn e1:)(“—>rr]o<>( ) X|—>+°°(2 + X2 X3) 2
im 21 o = Im—ap_ |,m£g_ 0 donc parprodmtXILn_Lf(x) = lim f(x) = +eo.
x=te g X x=>deoq XM X g X"
donc Iim[1 N a ., PR < R <M B c.-PourtolJAtfxde R\{0}, »
==l g x ax"-!' ax _X2(7+ 1) 1.4
2 2
« Ainsi, par produit, lim P(x )—||max". f(x)zxiz_lx X
X—>+o0 X—>4o0 N 1 ) 2x : 1
2¢\1+ - +
=lim —%— =|im %= ( 2x? 2x2
x> q X X**wanx”" x> q X" . _ _4
donc lim : +—aﬁ+—aéL =1. 'XILrQo(1 _7) _XanDw(1 - )_1
X0 ax ax ax _ 1
Ainsi, par prodwt,XILm P(x )—XILm ax. etxlm,(1 +7) =lim (1 ool =T
2. a. « Pour tout x de R\{0}, comme a #0et bm:tO: 1_# 1_#
X X
a x'! Donc par quotient, lim =lim =1.
CIHX”[1+L+...+£1%+—G¢L parq xem1 1 x—>+oo1 1
PX) ax’ ax' ax + 52 + 52
Qlx) X! bx b
b x"|1 +m7+ + 1+ 0 1 1
[ b X" b xm " b X" - De plus, Ilrgo—zx —XILrpm—ZX_O.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -132 -



limites et continuité m

« Ainsi par produit :)(ILrQOf(x) :)(Imf(x) =
1

5x? —
d. Pour tout x de R\{0}: f(x) = x(—1 + X )
2-x
1 1
5% 1 +—
| 5xt 5x¢
=x|-1+ =x]-1-5x |
YER 112
—X —x3+ +—x3
1 1
14+— 1
) 5x¢ .. 5x*
«lim =i =1
X—> -0 2 X—> 40 2
e e
1 1
donclim|[-1-5x X4] =lim|-1-5% Sx“]
X—>-00 2 X—> 400 2
1 +73 1 +73
—X —-X
=—1-5x1=-6.

+ Ainsi par produit,XILrQOf(x) =XILrQ°x X (—6) = +o0
etX“_HLf (x) =)(ILn+1wx X (—6) = —oo.

£ a. - Pour tout x de R\{0},

1 1
5¢(1- 2 o) - L
f(x):75—5x>< 5;(.
X6(1 +;) 1 +;
1- 17
X'me X =1 EtlerTl,SX_ —oo, donc par produit
1+2
X°
){Imef(x) = —oo,
1
— 1L
b. Pour toutxde R\{0}, f(x) = -3x (1 30 + Wl
«lim (1 +—) =1et lim-3x=—oo,
X—>+o0 3x° X—>+400
donc par prodmt)}mf(x) = —oo,
¢. - Pour tout x de R\{0},
—415+1) 15+1
X
flx)= s
x> +1
=) 3
« Ainsi, lim (x) = L =1.
"x= 400 1
xx1 1

d. - Pour tout x de R\{0}, X _
3+x 3
X X (— + 1)
X
Ainsi, lim ~%—=1.
X==3 4 X
«Commede pIus,XILm —7X° = 400, par somme,
XIerlo f(X) = +oo.
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A1 . Pour tout x de R, x2+4

- Pour tout x de R : Vx? + 4 > x par croissance de la
fonction racine carrée.

Ainsi, comme |im x = +eo, par comparaison,

limvVx2+4

X—>+oo

« Pour tout x de R VX +4>-x
Ainsi,JLm Vx? + 4 = +oo par comparaison.

Ala.lim (X + 1) = +oo et lim (x> + 4) =

X—>+o0 X—>+oo

Or lim v/x = +oo

X— 400
donc I|m \/x2 = +o0 et I|m \/x2
Nous ne pouvons pas deduwe dlrectement
lim V2 + 1 —+/x? + 4 car C’est une forme indéterminée.

X—>+oo

b. Pour tout x de [0 ; +oof,
m_\/ﬁz(\/xz +1-VE+ DX+ 1+ +4)

X+1+x*+4

(W1 - (W +4)P (P4 1) - (¢ +4)
WEHT++4 R+ T+X°+4

-3
AT+t 4
C. CommeXIier\/x2 +1 =XIirDm\/x2 + 4 = 400, par somme,
Iirp VE+ T+ +4=+
X—>+oo

Puis par quotient,

limVx2+1-/x2+ I|m
Xt x>t X 4+ 1+ \/x2

M a. Pour tout x de R,

|5cos(x) + 3x] _ 5|cost)] + 3[x| <5 +3|X| (carVaER,
2041 2¢ 1] 72041
|cos(@)| < 1).
b. Calculdellmmm
x=4002x2 + 1
« Pour tout x de ]0 ; +oo[ :
3x (—+ 1) 142
5435 _ 5+3x _ _ 3, X

2¢+1 2¢+1 1 2x 1°
221+ T+

. lim

X 21 etllmi—o donc par produit

X—>+o00 1 X—>400 Dy
1+——
G
+3x| —0.
X—>+°°2x2+1
Calcul de lim w
Xx=>-02x? 4+ 1
« Pour tout xde ]-oo; O[ :

-34¥iw4) 1>
5+3x]  5-3x _ -3x _3 3x
2¢+1 22+1 2x 1

21+ 1+

( ﬁ) 2x2
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5
«lim X:1etlim—i:0,
X= e X=wo ¥
1+
2x?
donc par produit |Im$23m 0.
c lim jlﬂ =0
X—>00 Dx2
)
5cos(x) +3x| _ 5+ 3x
Or pour tout x de IR,0<| :
P S22+ T2+

Le théoréeme des gendarmes assure donc que

5cos(x) + 3x — 0, soit 5cos(x) + 3x _
2>+ 1 )&—)+°°) 2>+ 1

— -0

X—> oo
—> —o0)]

] On remarque que lim (x-1) =
=0.

donclim
X=teox —

De plus, sia # 0, alors

. . b . .
lim (ax + b) = lim ax(1 + —) = lim ax = signe (a) X eo.
X—>+o0 X—>+o0 ax X—>+oo

Ainsi, pour que | Iim 1 F(X ) # oo il faut que a=0.

Puis,XIim =lim

X—>too

Donc b =3.

X- 1

M.g9(0)=-1<b=-1.

« De plus, pour tout x de R\{0} :
o XX C

X+2

2><(1+—)

Ainsi, pour tout cde R,

cx? . C
lim > =lim =C.
X—>—00 X +2 X—>—00 2

« En outre, sia #0,

alors lim (ax—-1) =lim ax(1 - L) = signe (a) X (—oo).
X—>-c0 X—>-c0 ax

DoncJLm (ax —1) # oo si et seulement sia=0.

« Par conséquent, pour tout x de R,

2

X
=-1+
gux) X242

Continuité

™3 1. a. fest continue sur .

b. f n'est pas continue sur /.
2. a. fn'est pas continue sur /.
b. f est continue sur /.

3. a.fest continue sur /.

b. f est continue sur /.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

et-1+ C:JLrgog(x) =1,doncc=2.

m. lim f(x) =lim (2x~3)=2x0-3=-3.
x>0 x>0
«limf(x) =lim (-3) = -3.
x—0 x—0
x<0 x<0

« Ainsi, comme I)Eren0 f(x) = I)Eg\o f(x) = -3 = f(0), f est

. 0 0
continueen0. * X

« De plus, fest continue en tout point x de R\{0}, donc
f est continue sur R.

M- limgx) =limx=12=1
x—1 x—1
x>1 x>1
etlimgx)=lim(2-x)=2-1=1
x—1 x—1
x<1 x<1
donc Ijgw]g(x) = I)Emg(x) =1=¢g(1)
x> 1 x<1

donc g est continue en 1.

. I)E_)mog(x) = I)LmO(Z -x)=2-0=0=¢(0)
x>0 x>0
etlim gt =lim, ==
x<0 x<0
Comme I)Lmog(x) #¢(0), g n'est pas continue en 0.
x<0

+ g n'étant pas continue en 0, g n'est pas continue sur
R.

« g est une fonction polynéme sur [1; +eo[, donc conti-
nue sur [1; +ool.

] a.
5 (avec p=2)
45
. “ (avec p=1)
35
3
25 =
2
Ch e
1 (avec p=-2)
-1 0 1 2 3 4 5
=05
=1

Pour ces trois valeurs de p, h n'est pas continue en 1.

b.lim h(x) =limx*=12=1
x—1 x—1
x<1 x<1

et Iximh(x) = Ixim1(x+p) =1+p=h(1).
x> 1 x> 1

Donc h est continue en 1 si et seulement si :

lim h(x) = h(1) =lim h(x)

x—1 x—1

x<1 x>1

c'est-a-dire si I)Emh(x)
N . . X<‘| .

c'est-a-dire si et seulement sip = 0.

=h(1)soitsi1=1+p
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] a. Pour tout x de R\{0},
[f(x)| = xzsin(1)‘ <X X ’sin(1)’ <X
X X

carvVa€eR,|sin(a)| < 1.
b. Commexlim x*=0etVx=0,0<|f(¥)| <X

d’apreés le théoréme des gendarmes, on en déduit que
XILrB] [f(x)| =0, soitXIer()] f(x)=

(8 CommeJLrpwf(x) est finie, on peut prolonger f par
continuité en 0 en posant f(0) :XILanf(x) =

Se tester

1 1. Vrai. 2. Faux. 3. Faux. 4. Faux. 5. Faux.

£ 1. Faux. 3X(1 4) 1 _4
3x-4 _ 3x 3% 3x
-5 '
G-3) 1=
-4 X
Comme lim x_1_ 1, par produit, lim 3)(_4:3.
X—>*>°1 5 1 X=X =5
2. Vrai. X

13sin(x) | 3 3
< <4—

She+s |[Sxee3S

Comme lim 3 0, par le théoréme des gendarmes

Pour tout x de R\{0}: 0 <

X—+t00 x2

onalim 325|n( )‘ =0, puis Iian(X):o
x=teo |x2 4+ 3 x=teox? 3

3. Vrai.

-[ELn1(x+2):1 +2=3et [ELn1(x—1):0*,
x> 1 x> 1

. X+ 2
donc par quotient, I)§m1— = oo,
el X_

x>1
« De plus, Iim 3x=3,

x>1

donc par somme, I|m (3x X 2) = oo,
x>1

4, Faux.

I)mf(x) =2=f(1)et I)jmf(x) =3=f(1).

x<1 x>1
Donc f n'est pas continue en 1, donc f n'est pas conti-
nue sur[1;3].

5. Faux.

. I)§_>m3g(x) = Ixim3(x— 1)=3-1=2%9(3)
x>3 X>3

QLnag(x) = [ELn3(6 -x)=6-3=3=¢(3).

X<3 x<3

Donc f n'est pas continue en 3.
Donc f n'est pas continue sur R.

-135-

i1 a. Pour tout x de [0 ; +oo[ \{1},

g(X) \/)—(_1 \/—+1 (\/)—()2_12
X-Dx+1)  x=1x+1)
o x=1 B 1
X=1x+1) Vx+1
. 1 11
P I = R T

Ainsi, g est Frolongeable par continuité en 1 en po-

santg(1) = >

Fl1.a.;2.c.;3.b.; 4.c.

1. a. - Pour tout x de R\{0},

50x (14 14
5Xx+1 _ 5/ 5 5x
X2 =1 1 1

2 _ _
ex(1+) T+
SR
. CommeJLnj)o 1X =7= 1 etJLnlo;: 0, par produit,
1 +72
X
lim 5)2(+1 =0.
X=woo x4 — 1

= Ainsi, lim g(x) = lim f(x) =

X—>—0

2. b. Pour tout x de R\{0},
—x3><( 4 +i+ 1)

A +5-x _ -x =X
2430 +4
o 3x*X (1+1+fq
3x 3x°
NI
1 =X =X
=-_-X
e d 1
3 3x

4> +5-x3 1

donclim ——F 2= ——,
x>=x?+3x8°+4 3
C.«lim h(x) =lim sm(x) = sin(l) = V2
X— /4 x—> /4 4 2
x>n/4 x>n/4
etlim h(x) =lim \fg \f Y£ _h
X—> n/4 X—> 11/4
x<n/4 x<n/4
Ainsi, lim h(x) = h(ﬂ) =lim h(x).
x— /4 4 x— /4
x>/4 X</

Donc h est continue en %
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.|XiLnoh(x): =h(0 )etllmh —hmw/—x \f—xo 0. donc h n'est pas continue sur R.
X<0 x>0 o0 « Pour tout x € [1; +oo[, h(x) = sin(x).
Ainsi, Ijmoh(x) # h(0) et h n'est pas continue en 0, h est donc continue sur [1 ; ool

x>0

Exercices d’approfondissement

[ Fonction polynéme et fonction inverse X'L’Ilo VX + 1= +oo.,
« Pour tout x de [R\{O}, comme a #0, « Ainsi, on ne peut conclure directement car « T,
f(x) =ax2(1 + 2. ¢ ) est une forme indéterminée. e
ax>? Seri  toof -
Ainsi, commeXILm( +7+L)_1 + On écrit pour tout x de JO ; +oo[ : :
| Cem e o S 3 \/)—(x(5xx\/)—(—3\/)—(+ \/_)
lim f(x) = signe (a) X (+oo) C'est-a-dire : XT—oX+ 1 _ X
o _ Vx+ 1 N (1 L)
Iimf(x):{+oos!a>0 XX +\/)_(
oy (esia<o, 5x><\/>—(—3\/)—(+\})_(
- Par passage a l'inverse, pour tout g # O,JLngm gix)=0. = .
(x—~o) 1 +i
9 Formes indéterminées _ 1 Vx
1. a. - Pour tout x de R\{0}, - De plus, lim 1 + WX !
f(x):3x2(1+3i+§). etXILrPMSXX\/)_(—3\/)_(+\}_ = lim Vxx (5x-3) + f
Ainsi, comme I|m 3x2 = +o0 et ||m (1 +— + 31 =1 = +oo (car ILm VX = 400 et ILm (5x = 3) = +o0).
dU|tI|m f( )= X o ' +Wz
par pro +o0, _
. X7 T Par conséquent, par quotient lim X3+ +o0,
°X|'_>rp°°‘/)_‘ + 1= +oo donc par passage a l'inverse, x>t X+ 1
Jim gl = b. - Pour tout x de R\{0},
b. On ne peut pas déduire dlrectementXILan(fx g)(x) © X (1 +£)
car « +oo X 0 » est une forme indéterminée. X+2 _ = (1 L2 2
¢.+ Pour tout x de 10 ; +oof, X X?
1 Comme I|mx— —co et lim (1 +—) =1, par produit
ey OO ) m, , :
X+ X
(Fx g)) === lim XF 2
Vx+ 1 \/)—(x(1+i) ame .
Vx XILm 32— 1 =+co,
3xx Vx+ \/)—(+T « On ne peut donc pas conclure directement car
= X « (—=0) + (+00) » est une forme indéterminée.
1+ 1 « On écrit pour tout x de R\{0},
1 W X3+2+32 1 +2+3 1
clim 14+ —==1:1im3x X Vx = 400 ; lim Vx = +oo 52 T EXT X =
X— oo \/)_( X— o0 X— o0 — 3 x (1 +L+L 1 )
2
et lim—==0, donc lim (3x><\/)_(+\/)—(+i):+oo 3 3x
x—>+oo\/)_( X400 N 1 2 1 . )
) ) OrI|m(1+—+— —|=Tet lim3x*=+
Ainsi, par quotlent,XILer(fx g)(x) = +oo. X 3x* 3 2 X=o
2. a. - Pour tout x de IR\{O}, donc par produit, I|m 2 +3x> =1 = +oo.
1
2 [ TR Z
5% =3x+1=5x (1 o T 5x2) f¥] Etude d'une fonction rationnelle
a.On remarque que:
Ainsi, dellm(1——x+—)—1etxll_)mSX2 +o0, ON (L2)-3x(2)-10=4+6-10=0
déduit que lim 5x* — 3x+1 = +oo. et52-3x5-10=25-15-10=0.
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Ainsi, le polyndme x? — 3x - 10 a pour racines -2 et 5.
24y

En outre, la fraction rationnelle X+x-6_ est défi-

x> -3x-10

nie si et seulement six?-=3x-10=0.
Ainsi, f(x) est défini si et seulement si x & R\{-2; 5}.

b.Onremarquequed’aprésa., pourtoutxde R\{-2; 5},

X+x-6
fx)=———.
) x*-3x-10
24y
Cx+2) f =X X6
x-5
24y
donca(x+2)+b+c(x+2)=x +x-6
X-5 X-5
Ainsi pour x = -2, on obtient :
2P+ (2)-6_-4_4
(=2)-5 -7 7
 (x—5)f(x) = X+x-6
X+ 2
_ 24y
donca(x—5)+M+c:w.
X+2 X+ 2
Ainsi, pour x =5, on obtient
_5+5-6_24
542 7
6 3 2 24
« Enfin, f(0) =—==et f(0 =
nfin, f(0) =7y =5 etf0)=a+2 -5
5 7 35 35
Et on a pour tout x de R\{-2; 5}
4 24
fx)=1+ ! + / )
X+2 x-5
24
c.-lim(1+ ):1+ﬁxi:1—ﬁ:49‘24
X—-2 X_S 7 —7 49 49
_25
49°
X | —o0 -2 +oo
X+2 | - 0 +

Ainsi, lim (x—2)=0"etlim (x-2) =0".
X— -] X— -]

X<-2 4 X>-2 4
Par suite, I|m = —o0 etllm2 = +oo,
X— -2 X—> -
e X+ 2 o X+2

Puis par somme,)!er]zf(x) =-ooetlim f( ) = +oo,

X— -2

X<-2 x>-2
4
d Iim(1+ u ):1+—xl:1+i:§.
X—5 X+2 7 7 49 49
X | —oo 5 +o0
x-5 | - 0 +
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Ainsi, lim (x-5)=0"et lim (x - 5) =0*.
X—5 X—5

Xx<5 Xx>5

24 24
Par suite, )I(irr; = —oo et )I(ln} = o0,
X<5 X=>5 s X~ -5

Puis par somme,xlm f(x) =—o0 etxliirg f(x) = +oo.

X<5 Xx>5

4 24
e lim 1o =0=lim
b Xt re) X2
Ainsi, lim f(x) =

X—>+o0
f ko)

Cy

10 9 8 7 6 5 4 -3 -2 A 1 2 4 5§ 6 T & 9 10 11 12 13 14

NS T B T S
@ oA b ow 2o 5 now s oo

] Le théoréeme des gendarmes
a. Pourtoutx>0:
-1<sindx) <1< -2<2sin(4x) <2
< -1<1+2sin(4x) < 3.
De plus, V x>0, 1+ 2v/x >0, donc:
-1 < 1+ 2sin(4x) 3
T+2Vx © 1+20x 142V’
b.lim 1 + F2Vx= Jlim 1 2v/x = + oo donc par quotient,

3
lim
x=ieo ] +2\/)—( =i, 1+2Vx

Ainsi, I'inégalité précédente et le théoréme des gen-

1 +25|n(4x)
+ 24X

darmes impliquent que| I|m

i1 Limite ou pas de limite ?

a.-Comme V a €ER, |cos(a)| < 1, on a pour tout x de

R\{0}, [F(x)] = 3|x] x ’cos(;)‘ < 3|x].

« Ainsi, pour tout x de R\{0}, 0 < | f(x)| < 3Jx|

et lim 3|x| = 0, donc par le théoréme des gendarmes,
I|m |f )| =0, soit lim (x) = 0.

X—>+oo X—> 00

b. - Pour tout k de Z : g(2km) = cos(2km) =1

et g(an + g) = cos(an + g): cos(%) =0.

« Supposons que g(x) admette une limite quand x
tend vers +oo. Notons la €.
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Alors comme I|m 2kn +o0 et I|m 2km + 5 = +o0, ON
aurait : kez kez

. YT ﬂ _
;JLng(Zk") ={ —kILrpwg(Zlm + 2) donc1=0!
Ce qui est impossible.
Donc g(x) n'admet pas de limite quand k tend vers +oo.

[ Expression conjuguée
a. Pour tout x > 0.

fX) = (Wx+1-1x+1+1) (\/x+1) 12
x(Wx+1+1) x(Wx+1 +1
X+1-1 _ _
x(Wx+1+1) x(\/x+1+1) \/x+1+1'

b.-JLrp\/x+1=\/O+1=\/T=1
doncJLrE]\/x+1+1:1+1:2.

. . . 1
- Ainsi, par quotient, lim f(x) = lim —.

i par quotint m i =im,_e——

x>0

. IXiLnOf(x) =0="f(0).

x<0

¢. Comme Iximof(x)

x>0

fn'est donc pas continue sur R.

= % # f(0), fn'est pas continueen 0;

1l De droles de limites

a. On rappelle que pour tout x ER, |x| = xsix > 0 et
x| =—xsix< 0.
VX>O,J§1=§=1
Ainsi :
\7’x<0,m:_—xz—1.
X X
Par conséquent :
I|mJ—l—I|m1—1etI|mJ—l—I|m 1) =-1.
X—4oo ¢ X—> X—>-0 X X—>+°°
b. Pour toutx >0,
XZ_I_2_X=(\/x2+2—x)(\/x2+2+x):( X*+2)* - X
X+ 2 +x VE+2+x
X+2-x 2
\/x2 2+x X +24x

« De plus, I|m \/x +2=+4c0 etllmx +o0,

X—> 40

Par consequent, par somme,Xller\/x2 2+ X=+4o0;
puis par quotient,

lim (Vx2+2 - —I|m
x;«»‘ \/)_(2_+x

e B T

limf(x)=1,limf(x)=1,limf(x)=
X—>—-00 X—>to0 Xx—>T1/2
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[H] Vitesse instantanée
1. a. La vitesse instantanée a l'instant 2 est égale

31im x(2+h) —x(2)'

h=0 h
-Pourh¢0X(2+h)_x(2)_(2+h)2+(2+h)+1_7
' h B h
2 _ 2
:4+4h+h +2+h 6:h +5h:h+5.

h h
- Ainsi,fim X2+ =XE _ i 1 5) = 5,
b Pourh¢0X(S+h)_x(5)—(5+h)z+(5+h)+1_31
. , = P
2 _ 2
:25+10h+h ;5+h+1 31:h +h11h:h+”'
Ainsi, lim W:ILm(h+11)—11
2.a. On cherchet € Rtel que “—WW 13.

Pour h =0, w

_th+t)+h+t)+1-(t 2+t +1)

h
_h+2ht +t2+t +h-1-t7-t -1
h
2
_+@t+Dh (2;+1)h h+2t +1.
doncllm £’=‘%‘Q—Ilm(h+2t+1) 2t + 1.
On obtient I'équation :
13-1
2t +1=13=1t = <t,=6.
b.On cherche t ERtquuellmW—1 05,
soit 2, +1=1,05 < £, =2 =1 = 0,025,

(%] A partir de la définition

Supposons qu'il existe a € [0 ; +oo[ tel que f(a) < 0.
- Comme fest décroissante sur [0; + o[,V x > aq,
flx) < f(a).

«De pIus,JLrpwf(x) =

Donc de la relation « ¥ x > a, f(x)
que 0 < f(a). Ce qui est absurde.
Par conséquent, V a € [0; +<[, f(a) > 0

< f(a) », on déduit

Conjecturer, puis démontrer
a.ll semble que:
+o0, I|m f( ) = —oo,

X=>T/2
Xx>1/2 X<mf2

b. < Pourtoutxde R :

-ToosxgLlTex-1<x+cosx<1+x

+ On en déduit, d'une part que, pour x > g
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limites et continuité m

commex-+>0ona: X x—1 <flx) 1+X.
2 n mm
X—— X——
2 2
Ainsi, comme lim T+x _ Tetlim mil =1,
X—>+oo .n. X—> 400 Tl-
X—— X——
2 2

d’apreés le théoréme des gendarmes, on a :Xlirp flx)=

, m m
- D'autre part, pour x < 5 commex—E <0,0ona:

x-1 > f(X) > 1+x.
m m
X—— X——
2 2
Et on en déduit de la méme maniere queXILm fx)=1.
c.-On remarquequelim (x+cosx):£+cos( )=g

«De pIus,XILrQZ( —%) 0+etXILT( ——):Oi

x> X<

Ainsi, par quotient,on a:
lim f( ) = +oo et IXimmf(x) = —oo,

X—>T12
x>7f2 X<

1 Encadrements

1. a. Pour tout x de R\{0}, -1 < —sin(1/x) < 1

@2—1<2—sin(%)<2+1

®1<2—sin(%)<3.
Ai ',l 1 <1,
w 3 \2—sin()1()\

la fonction x — % étant décroissante sur ]0 ; +oo[.

Et finalement, pour tout x > 0 :% < flx) < x.

. X

b. De méme, pourtoutx<0: = > f(x) > x.

¢. « En utilisant les deux encadrements précédents,
. X L

commexllrp X :Xllry 3 =0, le théoreme des gendarmes

assure que | Iim flx)=

«Comme f(x) > X ~—pourx>0, etI|m§—+oo, par com-

3
paralson, I|m f(x) +oo,

><

« Comme f(x) < <3 pourx<0et| lim E: —oo, par com-

paralson lim f( ) = —oo.
2.:De Ia méme maniere, pour x =0

1
1o

2- cos(%)

<1

Ainsi, pour x>0 % gx) < x
X

et pourx<0,x < glx) < 3

Jim o=

« Par conséquent :

O;XILang() 400 ; lim g(x) = —oco.

X—)—oo

[T] Fonction partie entiére
1. En'est pas continue sur R (voir Activité 4, question 2).
2.a.-Pourx€]0;1[,Vx €10, 1[.

Donc E(Wx)=0etf(x)=0
« Pour tout x> 0:Vx < \/_ donc— ! < E(\/)—().
W x
1 RN
«Comme I}Toﬁ_ +00, par comparaison, I)@Of(x) = oo,
x>0 x>0

« Ainsi, f n'est pas prolongeable par continuité en 0.
b..Pourx>1:0<E(Wx) < Vx+1<x+1

1 1 2
xS W

.2 s
« Comme lim == =0, le théoreme des gendarmes as-
X—)+oo1,X

donc0 < flX) <K—

sure que lim f(x) =
X—>to0

(] Prolongement par continuité

f est continue sur ]—oo ; 0, sur]0; 2[ et ]2 ; +oo[.

« Continuité en 2

limf(x) =lim(5x-1) =

X—12 X—12

x>2 x>2

etlimf(x) =lim (x* + bx)
X—12 X—2

X<2 Xx>2
donc fest continue en 2, si et seulementsi, 4+ 2b =09,

c'est-a-dire sib = % = 2.

5x2-1=9

=4+2b

« Continuitéen 0
Ixiglof(x) = Iximoaxﬂ +xX2+x-1=a-1
x<0 x<0
et lim f(x) = lim (x* + ix) =0

x=0 x=0 2

x>0 x>0
donc f est continue en 0, si et seulementsi,a-1=0,
Cest-a-diresia=1.
« Conclusion

5x-1six>2

fdéfinie par: f(x) =<{x*+ §XS|O<X<2
VI+xX2+x-1six<0

est continue sur R.

[T Les deux cercles

a.Lesdroites (P,0,) et (P,0,) sont paralléles. Les points
S,P,P,d'unepartetS, 0, O, d'autre part sont alignés.
Le théoreme de Thalés permet d'écrire que :

0,5
2 0P éDeplusOS 0,5~

6).
0,5 0p, (r+6)
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m limites et continuité

. 0,5 6

Ainsi : m 7@[’05 6(05 r— 6)
< 60,5-r0S=6r+36
=05 6%36

b. IriLn66r+ 36=72et l,iL“66 -r=0*

r<6 r<6

ainsi, par quotient, Irim6 0,5 = +eco.

Problémes

i1 Un algorithme
1.

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n

2.a.Pourx>2:

_X-3x-6 1

fx) - glx) = 2x+2) 2( - 1)
(-3x-6)—-(x—1)24x+2)
B 2(x+2)

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

[T] Limite de %quand xtend vers 0
OAXMP 1 xsin(x) .

la.d = _ ,

a ,Q{1 ) 3

A, =X om="%x12. d,= ATxOA _tan(x) x 1
2 2 7 S

Oord, <, <g3,donc%(x)<§<tar;(x)

d'out sin(x) < x < tan(x).

b. Puisque x € ]O [ sin(x) > 0 donc, en divisant

I'encadrement precedent par sin(x) :

1< .x <ta.n(x)d,0l\”< 'x < 1
sin(x) — sin(x) sin(x) ~ cos(x)
et cos(x) < S”;((X) <1
C I)jm cos(x) =1et I)Lmo1 =1 donc, d’aprés
x>0 x>0
sin(x)
le théoreme des gendarmes, I|m =1.
x>0 X
a. lim S _ iy 3 S0 _3
x=0  2x x=0 2 3x 2
x>0 x>0
1 5x 1
b. lim = lim = x— =—,
X*05|n(5) x>05 " sin(5x) 5
x> x>0
c. lim tan(x) = lim sin(x) X 1 =1.
x>0 x x=0  x cos(x)
x>0 x>0
d. lim X,COS(X) |ml _4X xcos(x):l.
X0 sin(4x) X904 sin(4x) 4

(C=3x-6)-(*=-2x+1)(x+2)
2(x+2)
—-3X-6-[X+ 2 -2 -4x+x+ 2]
2(x+2)
_ 3x-6+3x-2 4
O 2x+2) x+2
4
x+2

donc g(x) — fix) =

b. lim x + 2 = 4+ donc lim g(x) - f(x) = 0.
X—>fo0 X Foo

3. a. Lalgorithme permet de déterminer, par un
nombre réel positif a donné, la valeur entiere de x a

. 4
artir de laquelle <a.
P g X+2
b. - Pour a =-0,01, il affiche -1

>0>-0,01.

carvx> 4
X+ 2
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limites et continuité m

« Pour a =0,001, il affiche 3 998.

En effet : $> 0,001 <> x+2 < 4000 < x < 3 998,
« Pour a =107, il affiche 399 998.

En effet: $> 1075 <> x+2 < 400000 <> x < 399 998.

il Majoration et minoration

= +oo et |lim

X—>+oo

1.lim (X2 + x)

X—>+oo

lim f(x) =

X—>+oo

2

——) =0 donc, par somme,
X

+o0,

2.lim(x*+x)=0etlim (—g) = —oco dONc par somme
x—0 x>0\ x

x>0
im0~

x>0

x>0
_oo'

X+x)x-2 xX+x-2
X x
On cherche a et b réels tels que :

2.a.Pourx>0:f(x)=

X+x2-2=Kx-1)0*+ax+0b).
Ona:
x=-NM+ax+b)=x*+ax*+bx-x*-ax-0b
=x3+x(a-1)+x(b-a)-b
Ainsi, par identification :
{a—1=1 - {0:2
b-a=0 b=2.
Onadoncf(x)= e=T)P) avec P(x) =x*+ 2x + 2.
b.:PourxdeR:
X+1P+1=x+2X+T1+1=x2+2x+2=P(x)
«Pourxdelo;1]:
Flx) = (x=1PKX) _ x=1kx+1)? 4 =1
X X X
———
<0

1)

donc f(x) < (-

, C'est-a-dire f(x) < 1

X X
-IIsufﬁtque:1—%<—104
1
— < -10001
x
1
—>10001
X
S
~ 10001
Donca= convient.
10001 <™
¢. - Pour tout xde [2; +oo[ :
x—£—1 _ X—x-2 _ x+MNx=-2)
X X X
doncx—£—1 Odoncx—g 1
X X
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« Ainsi, pour tout xde [2; +oo[, f(X) = X+ 1 > X%
« Il suffit que x> > 10, donc x > 102

Donc 3 = 10% convient.

(] Histoire d'aires
a. - Le triangle HMP est rectangle en H.

Ainsi: S() MHXHP

+ Dans le triangle rectangle OMHen H,on a:

_MH_ _OH _
= oM™ MH et cos(x) = oM™ OH

+Dans le triangle OMP rectangle en M,
om_ 1,
OP OP

« Ainsi, HP = 0P - OH =

sin(x)

cos(x) = cOP=

cos(x)’
T _1-cos? (x)
cos(x) cosk) = cos(x)
_ sin?(x) sin3(x)

tS.(x) = .
cos(x) 0 2cos(x)
b. - Le triangle NIP est rectangle en /.
IP < NI

2
HP -

Ainsi, Sz(x) =

«IP=HP-HI= (Ol = OH) = HP - 1 + cos(x)

_ 1 - cos(x)

—cos(x) — 1+ cos(x) = cosl)

- cos(x) cos(x)

« Les droites (MH) et (NI) sont paralléles.

Le théoreme de Thalés assure que :

1-cos(x)
cos(x)
sin*(x)
cos(x)

NI IP

MH  HP

NI

_ _ 1-cosx)
sin(x) B

sin?(x)

1 - cos(x)
sin(x)

. (1 =cos(x))?
Ainsi, 3, = 2 sin(x) cos(x)’

=0et le) 2cos(x) = 1 donc par quotient

< NI=

C.. IX@O sin? (x)
Iy 5,0 =
rapproche de 0.

0. Quand x se rapproche de 0, l'aire S, (x) se

. IXimmgin3 (x)=1et Iim 2 cos(x) =
x<n/2

IlmS()

x—=>12 1

0* donc par quotient
x<n/2

+o0, Quand x se rapproche de— IalreS( )

devient infiniment grande.
ik
d.- Pouer]O, 2[,

5.0 sind(x)
S,(x)  2cos(x)
(1 -cos’(x))* _

(1-cos(x))?

2sin(x) cos(x) _ (sin®(x))?
(1-cos(x))? (1 - cos(x))>
((1 —cos(x))(1 + cos(x)))\2
1 - cos(x)

=(1+cos(x))>.
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m limites et continuité

S (x
I|m = —[im (1 + cos(x))?=22=4
x=>0§ (x) x=0
x>0 2 x>0

. X .
etlim =lim12=1.
x=>12 S (x) x—12
x<n 2 x<1/2

e.-Pouer]O;% :

S
sm:zmxsm.
2 S (X) 1
lim S (1) 5, 1 donc par produit
0 1 5() 4 par p
I)ETOSZ(X) =0. Quand x se rapproche de 0, l'aire S,(x) se
0
?Spproche de 0.
S, .
XILrE/ZS1( X) = X—>/T5051( » = 1 donc par produit
X< X<
XILnn] S.(x) = +e0. Quand x se rapproche de; Iaire S,(x)

X<1/2

devient infiniment grande.

(%] Position relative

1. f(x) est défini, si et seulement si, x* + x -2 = 0.
Onremarque que: x>+ x—-2=(x-1)(x + 2).

Ainsi, f(x) est défini, si et seulement si, x & R\{-2; 1}.
2.a. - Pourtout xde R\{1;-2;0}:

o145 g1 4
X x X X X x
f) = 2 = 1 2
21+ T+—-=
( X X X X
Ainsi, lim f(x) = —co et lim f(x) = +oo.
X—> -0 X—>+oo
b.
X —oo -2 1 +o0
[

x—1 - - 0 +
X+2 - 0 4 +
|
X+x-2 + 0 - 0 +

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Ilmx3 X -4x+5=-8-4+8+5=1

X—-2

I|mx +x-2= Oetllmx +x-2=0"

X— -2
x>-2 x< 2

Donc IiLn_f(x) =-oo et llim f( ) = 400,

x— -2

x>—2 X<-2
Ilmx3 —-4x+5=1
I|mx2+x 2= 0+et||mx2+x 2=0".
x> 1 x<1

Donc lim f(x) = +eo et lim f(x) = —co.

x>1 x<1

3.2, o -4x+5 | X+x-2
-03+xX2-2x) | x-2
-2x*-2x+5

— (-2 - 2x + 4)
1

1

x21+x— 2

X+x-2
(x—2) estdu signe de x* + x - 2.

Donc f(x)
b.f(x)-(x-2)=
Donc f(x) -

HORHAL FLOTT AUTOD REEL DEGRE HP n

Ainsi, f(x) - (x—2) >0lorsquexE]-o0; -2[U]1; + oo [
et dans ce cas, (%f) est située au-dessus de (A) ;

f(x) — (x—2) =0 lorsque x =-2 ou x = 1, ce qui n'est
pas possible car f est définie sur R\{-2; 1};

=x-2+ (@a=1=cetb=-2).

f(x) - (x-2) <0lorsque x&]-2; 1[ et dans ce cas, (&)
est située au-dessous de (A).
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m Dérivée d'une fonction

Activités dintroduction

Nombre dérivé, définition graphique
1.a.eth.

¢. Lorsque M se rapproche de A, (AM) se rapproche de
latangenteen Aa (€)).

d. On conjecture que f(0) = 2.
2. - On conjecture que (1) = 0.
« On conjecture que f(2) = -2.

Nombre dérive, définition
algébrique
1.a.m:_hzh+h:—h+ 1.
b.limm=1.

h—0
La position limite de la droite (AM) est la droite de
coefficient directeur 1 tangente a la courbe de f.
[-(a +h)*+2(a + h)] - (-a*+ 2a)
h
_ -h*-a*-2ah+2a+2h+d*-2a
B h

=—h-2a+2.

2.a.m=

_—=h?’-2ah+2h

B h
b.limm=2-2a.
La ’[’)—E)Osition limite de la droite (AM) est la droite de
coefficient directeur 2-2a tangente a la courbe de f.
3.a‘.f(a+h)— f(a) _ 3(a+h)+1-Ba+1) =3

h h

Or lim (3) = 3. Donc f est dérivable en a et le nombre

h—0
dérivé de fen aest f'(a) = 3.

b gla+h)—-gla) _ (a+h)?=3—(a*-3) _ h*+2h
) h h h
=h+2a
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Manuel pages 175 a 192

Or I’jmo(h + 2 a) =2 a. Donc g est dérivable en a et le
nombre dérivé de gen aest g(a) = 2a.

Vitesse moyenne, vitesse

instantanéee
1 24
1.—%x981xt*=12 2=
5 9,81xt = 9.81
24
t:\/ ~1,56s.
R FYY >
2v=9-12 567
t 156
3., 40N =d) _ 1 9oy 9.
h 2
b. lim - x 9,81(h + 2) = 9,81 m/s.
h—0 2

¢. En mathématiques, on parle de dérivée de den 1.
d(125+h)—d(1,25) 1

d. =—x9,81(h + 2,5).
h 5 ( )

lim % % 9,81(h + 2,5) = 12,26 m/s.

h—0

p, 40156 +h) =d(1.56) _ 1 g0y 4312).

h 2
lim % % 9.81(h +3,12) = 15,30 m/s.
h—0

lien entre variation d’une fonction
et signe de sa dérivée
1.f(-2)=3;f(0)=-0,5;f(1)=0;f(2) =2
2.a.]-2;-0,75[ U11:2,5[ ;1-0,75;1[.

b.

X -2 -0,75 1 2,5

['x) + 0 - 0 4
0.2 1,9

4

w | N

4 /
-1.5 -0.4
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m Dérivée d'une fonction

Savoir-faire

A a. Calcul du taux d'accroissement de f entre 2 et
2+h
fQ+h—-f2)  Q2+h>*-(2° h+6h*+12h
h a h B h
=h*+6h+12.

Or I’i]m (> +6h + 12) = 12. Donc fest dérivable en 2 et
— 0
le nombre dérivé de fen 2 est f(2) = 12.

b. Equation de la tangente au point d’abscisse 2.
y=Ff2)x—-2)+f(2)=12(x-2)+8=12x—-16.

BHa.r(1)=0;b.f(2)=2.

Ha fla+h)—f(a) _ (a+h)*- (a)?
’ B h

3 2 2
lim (h? + 3ah + 3a%) = 3a*

h—0
fest dérivable en a pour tout ade R et f(a) = 3a*

Ainsi la fonction dérivée de f est la fonction f* définie
sur R par f(x) = 3x°.

gla+h—gla a+h-Ja_  a+h-a
b. h " h  hWa+h++a)
_ 1

" Jat+h+va

. 1 1
lim = .
N oVath+va  2va

g est dérivable en a pour tout g de ]0 + oof et
(a) =

g'la) = e

Ainsi la fonction dérivée de g est la fonction g’définie

sur]0 + oo[ parg(x) = L.

2x
T 1
pflath=-fla_(a+h? a _a-(a+h?
h h ha? (h + a)?
_ —h-2a
"~ @ (h+a)
lim -h-2a :—Za:;z.
—oa’th+a)? a @
fest dérivable en a pour tout ade [R* etf(a)= ;—3,

Ainsi la fonction dérivée de fest la fonction ' définie
* 7 _2.
sur R parf(x):?
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) =14y —3 - T P S
Ma.f(x)=14x-3;  b.fx) VRN
) = Sy Sy~ 13
«.f(x) = 2\/)_(, d.f,(x) 5-20
L i) — . L i) — X2+ 4x
e.f.(x) =10(2x—1)*; f.f () Xt 2]

i a. La fonction fest dérivable sur R comme somme
de fonctions dérivables.

Ainsi f(x) = — 2x + 2.

Donc f(x) >0 xE] —oo; 1[.

La fonction f est donc croissante sur ] — oo 1[ et dé-
croissante sur] 1 + ool.

b. La fonction g est dérivable sur R comme quotient
de fonctions dérivables.

12x
(2 +x%)?
Doncg’x) >0 < x€10; +oo[.

Ainsi g'(x) =

La fonction g est donc croissante sur ]0 ; + oo et dé-
croissante sur ]—oo ; O[.

i La fonction fest dérivable sur R comme somme de
fonctions dérivables.

Ainsi f(x) =3x>~-3=3(x>~1)=3Kx—-1)(x+1).

x -3 -1 1 3
J'®

+ 0 -0 +
3 19
ad \ v
fx) / /
4
-17 -1

fadmet un minimum local égal a -1 pour x =1 et un
maximum local égal a 3 pour x=1.

Sur [-3; 3], le maximum global est égal a 19 et le mi-
nimum global a -17.

i La fonction utilisée est la fonction cube. 2,03 est
proche de 2.

L'approximation affine au voisinage de 2 s'écrit :
fxX)=f2Q)x—2)+f(2)=12(x—2)+8=12x— 16.
Ainsi 2,03°~12x 2,03 - 16 = 8,36.
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Dérivée d'une fonction m

Enercices d’entrainement

Ha.f(1)=-3;b.y=—3x+1,5.

mfET+h=FE1) _ (14 hp= (1)
h h
k-3 +3h
~h

lim(h?-3h+3)=3.

h—0

Ainsi fest dérivable en -1 et f(—1) =3.

=h’+3h+3.

(cp

BIA:y=—4x+3;B:y=3;C:y=2x.

Ma. [x 0 1 2 3 4
f(x) 0 5 25 0 5
f(x) 1 0 4 0 1

b.f(a)=0poura=1eta=3.
f(a)>0sur[0;1[U]13;4].
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h h h1-h)  1+h
lim L):1.
r—=o0\1+h
Ainsi fest dérivableen2 et f(2) =1.
b f(1+h)—f(1): V3+h-43
) h h
1
V3+h+43
. 1 1
I B+ h+v3~ 243
o . ey 1
Ainsi fest dérivableen 1etf'(1) = SNER
— 2 _ 2
c.f(0+77) f(O): (2h +h1) 1 :4h ;4h:4h+4..

lim (4h + 4) = 4.

h—0

Ainsi fest dérivable en 0 et 7'(0) = 4.

A4 a. Sommet (0 ; -5).
f(O+h)—f(1) _2(1+h)*-5-(-3) _ 2h? + 4h

b. h B h h
=2h + 4.

lim (2h + 4) = 4.

h—0

Ainsi fest dérivableen 1 etf'(1) =4.
c.EquationdeT, :y=4x—-7.
f(2+h)—1(2) _ 2(2+ h)>-5-3 _ 2h?+ 8h

d. h h h
=2h + 8.

lim (2h + 8) = 8.

h—0

Ainsi fest dérivable en 2 et f(2) = 8.
EquationdeT,:y=8x-13.

e. HORHAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HFP n

N |/

£ Equation de la tangente au point d'abscisse -1 :
y=3x+2.

E Le nombre dérivé a gauche de 1 est égal a 2a.
Le nombre dérivé a droite de 1 est égal a 3.
Ainsi, il faut que a = % et b peut étre quelconque.
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m Dérivée d'une fonction

Tl a f(h) —f(0) _ (h—-3)*-(-27)
’ h h
_ h*-9h*+27h-27 + 27
B h
=h?-9h + 27.

b.lim (h*-9h + 27) =27
h—0
Ainsi fest dérivable en 0 et f(0) = 27.

Al f(x) = 3x— 4x+ 3 ; < g'(x) = 2x— %x.
’ p 1
Al fx) = 2x+ —— 2\/_ -g(x):1+;.
- ) = —Vx+ ZMX zz‘v?; g =4x+1
-11 -1
. fl = ,' ° { =
&l - F0) = 5P g =",
-3
fx) =8(2x+1 «g'lx) = .
& U 9= =3
EHa. f(x) = 3x* + 6x — 9.
b. Equation de la tangente au point d'abscisse 1:
y=-3.
¢. Léquation f(x) = 0 a deux solutions : -3 et 1.
Les points ou la tangente est horizontale sont :
A(1;-3) et B(-3;29).
mf(a+h) —f(a) _mla+h) +p—(ma+p) :m—h:m.
h h h
lim (m) =m.
h—0

Ainsi fest dérivable en tout nombre réel a et f(a) = m.

EH Expression 1: f(x) = x*—
1+x

2x + 3 donc f(x) = 3x*— 2.

Expression 2 : f(x) = —
1(1-x) - (-

A+x) 2
(1-x)7? -

donc f(x) = EEWIRT

I a. f(x) !

(1 +x)?
Equation de la tangente au point d’abscisse 0: y = x.

. 2
b. Etude du signe de f(x) —x= X _x=X

1+x T+x
Sur]-1;+eo[, f(x) —x < 0.
Donc la courbe est au-dessous de sa tangente.
(&

1
X)

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

1M+x)-x2x) _ 1-x°

Ta-fo0 =" =
b.Equation de la tangente au point d’abscisse 2 :
yo 316

25 25°

¢. Léquation f(x) = 0 a deux solutions : -1 et 1.
Les points ou la tangente est horizontale sont :

Al-1 ;—%) et81 %)

EE 1. f, a pour dérivée f';
f,a pour dérivée f' ;
f,a pour dérivée f.
, b3-x)-(-1)(a+bx) 3b+a
2.a.f(x) = = .
= e (3-xp
(X)) = .
b. f(x) B x?
c.Pourf,a=1etb=0;pourf,a=1etb=1;pourf,
a=0etb=1.

EF] a désigne un nombre réel de l'intervalle /.
T— (u+v)(a+h)—(u+v)a)
- h
_ul@+h)+v(a+h)-
h

u(a)—v(a)

_ u(a+ h)—u(a) 4 v(ia+h)—v(a)
h h '
Or u est dérivable en g,
ul@+h)—-u (a)) —u@)
h

(v (a+h)—v (a))

h
Ainsi lim (T)=u’(a) + v'(a).
h—0
On en déduit que u + v est dérivable en a et que

(u+v)(@=u'(a+via).

donc lim (
h—0

De méme, lim
h—0

Ma.T= (uv)(a + h)— (uv)(a)
) h
_ula+h)via+h)-
h
b. En développant l'expression proposée, le résultat
est immédiat.

c. u est dérivable en g,

u(a)v (a)

donc lim (w) =u'(a).
h—0 h
De méme, lim (M) =v'(a)
h—0 h
De plus, lim (v(a+ h)) =v(a).

h—0

Ainsi, Ihim (M) =v(a)u'(a) + u(a)v’(a).
-0

On en déduit que uv est dérivable en a et que

(uv) (a)=u'(a)v (a) + v (a)u(a).
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Dérivée d'une fonction m

' -32x-1) —-6x+3
m‘I'f(X)_()(Z—X—Z)Z_(XZ—X—Z)Z'
3 1 -1
2'a°f(x)_(x—2)(x+1)_x—2+x+1'
-1 + 1
(x=2?2 (x+1*
. -1 N 1 =—(x+1)2+(x—2)2
(x=2)2 (x+1)? (x—=2)%(x+ 1)
_=xX=2x-1+x—4x+4 -6x+3

(x=2)%(x+ 1) T (x=x=2)”

b.f (x) =

Ma.f(x)=3x—6x+1.

b.Equation de la tangente au point d'abscisse 2 :
y=x-3

c. Etude du signe de f(x)— (x— 3).
Six=2oux=-1,lacourbe et la tangente coincident.
Sur]—1;2[U]2;+ oo[, f(x) — (x— 3) > 0. Donc la courbe
est au-dessus de sa tangente.

Sur J—oo ; =1[, f (x) — (x— 3) < 0. Donc la courbe est
au-dessous de sa tangente.

Ha. X 18 0 32
fx) - 0+ 0 - 0 +
\ A \ 4
169 / /

4 4
b.
X -1 3

) + 0 - 0 o+

ad <

M a. f'(x) > 0 donc fest croissante sur R.

b. Sur ]% + oo[, f'(x) > 0 donc f est croissante ;

sur ]— oo ; %[ f'(x) < 0 donc f est décroissante.

') - 0+

1~

m X 1
I'tx) + 0
-1
‘ / \
J® Q4
m X 0
/') + 0o+
o 4
I /
m X -1 0 1
re) 0+ 0 - 0 +
2
A4 4
& \ /
4 4
1 1

M f(x) = 2x + 1.

X IR
2
IKAY) 0+
\ o4
Jx) * /
2
4
L2
Tf0 =1
X -1
I + | +
v » 4
f® / /

1

Elf’(X)=\/)_(+x2—\/)—(

:\/)—(+\/)_(X\/)—(—3\/)_(.

2x 2

X

0

S(x)

+

J®)

0

/Y

fH a. f(x) = 3x2 + 6x = 3x(x + 2).
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m Dérivée d'une fonction

b. ;

0 +

X

fx) +

N

c.ll'y a deux tangentes horizontales aux points
A(=2;3)etB(0;-1).

d. Equation de la tangente au point d’abscisse 1:
y=9x—6.

e

|
Wlo|lw

F a. f(x) = 4x3— 3x% = x*(4x— 3).

b.

X 0 %

f(x) - 0 - 0 +
256

4 a. L'équation x> + 1 = 0 n'a pas de solution. Ainsi la

fonction est définie sur R.

, 2x(x2+ 1) — x%(2x) 2x
b. f(x) = = :
(X) X2+ 1)2 X2+ 1)
X 0
[(x) - 0 +
N\ v

Jx) \\\* /

3 Maximum égal & 1 atteint pour x=1oux = -2 et

minimum égal a -3 atteintpour x=—10oux=2.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

L'(x) - 0+ 0 - 0 +

. \\ /4 \\* /4

Maximum local en 0. Minima locaux en -2 et 2.

£¥ Minima locaux : —14 et =3 ; minimum global : —14.
Maxima locaux:2; 11 et 15 ; maximum global : 15.

I F(x) = 2x — 2.
X 1
I'(x) - 0 +
’ v
N
\.
) \‘ /
4

Minimum égal a 4 atteint pour x=1.
gX) =3x-3=3021)

X -1 1
J'(x) + 0 - 0 +

5
4 <
J) // \. /
/ * R

Maximum égal a 2 atteint pour x = —1 et minimum
égal a -2 atteint pour x=1.

y 2x(x2=1) — x*(2x) -2x
f(x) = = .
= (21 (x2-1)
X -1 0 1
J'(x) + 0
v

Jx) / \\ Q

Donc fadmet un maximum égal a 0 et atteint pour x=0.

M a. B(x) = R(x)— C(x) = —2x3+ 15x% + 300x — 100.
b. B'(x) = — 6x% + 30x+ 300 = 3(=2x? + 10x+ 100).

X 0 10 50
B'(x) + 0
< 2400 N

B(x) / \
4
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Dérivée d'une fonction m

¢. Pour obtenir un bénéfice maximal, il faut que x=10.
Il faut donc fabriquer 10 000 chargeurs.

B(10) = 2 400.

31 1. fsemble croissante sur [-10; 10].

2.a.f(x) = 3x*- 0,03 =3(x2-0,01).
x .10 -0, 0.1 10
['x) + 0 - 0 +

19 /4 * /4

b. La conjecture est donc fausse.

3. Maximum égal a 0,002 atteint pour x =—0,1 et mini-
mum égal a -0,002 atteint pour x=0,1.

Ha.f 4(x> + 3)— 2x(4x+1):—4x2—2x+12
(x> +3)? (x2+3)2
x 4 -2 % 4
J'x) -0+ 0

1% \

3
2

¢. Minimum global égal a -1 atteint pour x = — 2.

b. Maximum global égal a g atteint pour x =

Ha.
e e i ] e B s o e s

FENKETHE
Xl e =4
Hapxnd
Karadsl
Waime ~43
LT
Yarad=lo
Xream]
A=, I BE
PaiTrace=0. 06060606060606

On conjecture que f admet un minimum égal a —40
environ et atteint pour x = 3.

b. f'(x) = 3x>— 3x—18.
c x -4 2 3 4
f'x) 0 +
J) / \ /
16 40 5

d. Minimum égal a —40,5 atteint pour x = 3.

~ 149 -

Rx+DXx+2)=-10%+x+2)

B0 = (x+ 2)°
_ X*+4x _ x(x+4)
C(x+2? 0 (x+27
X -1 0 1
i) - 0+
2 4
; <3
J[EY) /
4
1

Minimum local et global égal a 1 atteint pour x = 0.
Maximum global égal a 2 atteint pour x = — 1.

230 230 \, 52900R
(i(R) = -P(R) =R 2 ,
Ha.ilR)= " pi PRI= (10+R (10 + R)?
2 _

b. p(R) 52900010 + R = 52 900[2R(10 + )]
(10+R)*

(104R) - 2R 10-R
—5290010+RI=2R _ 5594 .
(10+R)3 (10+R)?
R 0 10
P'(R)

P(R) / " \ Q4

¢. La puissance P est donc maximale pour une résis-
tanceR=10etP(10) =1 322,5.

M3 '(x) = 3ax? + 2bx — 2.
f(-1)=0<3a-2b-2=0;

f-1)=2< -a+b-2-3=-2<-a+b-3=0.
Le systéeme obtenu a pour solutions:a=8etb=11.

Ma.f 1.9

=f((0)(x—0)+ f0) = —x+ 1.
(1 +x)?’
b. 0,992 =1 - 0,008 ; ainsi 1 =f(—0,008)
0,992
1
+1=1
et donc 0992 = =~ —(-0,008) ,008.

¢. La calculatrice donne 1,008064. Lapproximation est
donc trés bonne.

Ma.e f)=21+x):f0)=2x—=0+1=2+1;
f(X)=3(1+x)2;fX)=3x—0)+1=3x+1;

) — 1 1
.f(x)_ZW f(x)~2(x 0)+1= 2x+1
Iy TN gy e ~_
-f(x)—(H_X)Z, fX)==1x—0)+1=—-x+1.

b.A=(1+0,005%=1+2x0,005=1,01;

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur



m Dérivée d'une fonction

B=(1-0,003)>=1+ 3 x(-0,003) = 0,991;

C=+v1-0,004=1+ % % (—=0,004) = 0,998 ;
1

D = m =1- 0,007 = 0,993
_ 2+xX
[ flx) = i
v (1+x)*=21+x)Q2+x) _ -3-x
Fl = (14 T x

Orf(0)=-3etf(l0) =2,
doncfix)=—3(x—0)+2=-3x+2.

N =1(0,001) =—3(0,001) + 2= 1,997.

Se tester

gl 1. Vrai ; 2. Vrai; 3. Faux; 4. Vrai ; 5. Faux ; 6. Vrai;
7. Faux.

£ 1. Vrai car f'(x) > 0.
2. Faux.car f'(x) > 0.
3.Vrai.f'(3) = 2.

4, Faux car f'(x) > 0 et donc le coefficient directeur de
la tangente ne peut étre égal a-1.

4, Vrai car f'(x) s'annule en 1 et change de signe.
5.Fauxcarf(0)>f(3).

tFl11.a;2.¢;3.b4.c;5.c

1. c.f(x)=203x—4) +3(2x—5) = 12x — 23.

Exercices d’approfondissement

A Parabole
a.f(x)=ax*+bx+c.

Par lecture graphique, f(—1,5) =f(1,5) =0 et f(0) = 9.
On en déduit un systeme d’inconnues g, b et c. Ainsi,

fix) = —4x>+ 9.
b. S(x) =f(x) + x=—4x* + x+ 9.

SK)==8x+1;Sx)=0 < x= 1 e,t dans ce cas,
1\ _

f(g) — 143,

tf] Une inégalité

a.fX)=n1+x"""=n=n[(1+x"'=1].
Surf0;+oo [, T4+x3> 1= (1+x)"" > 1. Ainsif(x) > 0.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

b. f(0) = 11—0 —0,1etf(0) =5,
doncfix)=0,1(x—0)+5=0,1x+5

v25,02 =(0,02) = 0,1(0,02) + 5 = 5,002.

A la calculatrice, on trouve 125,02 = 5,0019996.

o 202+ 1) —2x(2x) =20 -1)
2.a.f(x)= X2+ 1) = e
3.a.f(x) = 2x.

X 0
e +

-0
59 \* / 7

4.b.fX)=2(1+x);fx)=2x=0)+1=2x+1.
5.a.f(x) =3x*—2x—1.

X

) < 0 - 0 o+

Donc sur]1; +oof, f(x) > 0 et f est croissante.

X 0 +o0

I'x) 0 +

v

0

Ainsi f(x) > 0etdonc (1 +x)" > 1+ nx.

c. Equation de la tangente au point d’abscisse 0: y = 0.
Or fix) > 0, donc la courbe de f est au-dessus de la
tangente.

21 Deux maniéres de dériver
a.- (X=1P2x+ 3= -3x2+3x-1)(4x* + 12x+ 9)
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Dérivée d'une fonction m

=4x° 4+ 12x* + 9x3 — 12x* — 36x3 — 27X + 12X + 36X?
-27x-4x*-12x-9

=4x° - 15x3 + 5x* + 15x - 9.

« f(x) = 20x* — 45x* + 10x + 15.

b.5(x-1)?2x+ 1)(2x + 3)
=(x*-2x+ 1)(4x*+ 6x + 2x + 3)
=(5x2 - 10x + 5)(4x> + 8x + 3)

= 20x* + 40x3 + 15x2 — 40x3 — 80x2 — 30x + 20x?
+40x+ 15

=200~ 45, + 10x + 15
= ).

3 =1)22x+3)2+4(x-1)3(2x+3)
=30 -2x+1)(4x*+12x+9)
+ 403 -3x*+3x-1)(2x + 3)
=(Bx*-6x+3)4x*+12x+9)
+(Ax-12¢+12x-4)(2x + 3)
=12x*+ 363 + 27x2 = 24x3 - 72x* = 54x + 12x°
+36x + 27 + 8x* + 12 — 24x3- 36x?
+ 24x* 4+ 36x -8x - 12
=20x* - 45x% + 10x + 15 = f'(x).

c. Létape 3 peut servir a étudier le signe de f'(x) et
donc les variations de f.

il Colit marginal
1.a.C(100) =101 000; C(101) =101 099.
b. C(101) — C(100) = 99.
2. Cm(x) =Clx+1)-Clx)

=[2000 + 100(x + 1) = 0,001(x + 1)*]

- [2000 + 100x — 0,001x%]
=2000+ 100x + 100 - 0,001x 2 - 0,002x —0,001
—-2000 - 100x + 0,001x

=99,999 — 0,002x
Cm(x) =99,999 — 0,002x; C'(x) = 100 — 0,002x.
3.a.((x) =100 - 0,002x, donc C'(x)-C (x) =0,001;
b.C(100) - C_(100)=0,001.

tf] Rectangle ou carré ?
On note 7 la largeur du rectangle.

XXZ =100 < £ =X
100

Ainsi P0) = 20+ £) = 2[x + m)
X

b.P) =2(1-1%2) =2 ]%)

X2

-151-

X 10
['x) - 0o+

<

19 \* /

La fonction P admet donc un minimum pour x = 10,
ce qui donne une largeur égale a 10. Le rectangle est
donc carré.

fI] Minimum global

2 X+ -1

Lafly=1- S5 =" =0

b.

X -1+V2
I +

-0
fx) \* / 7

Donc fadmet un minimum en x=-1 + /2.

2.a.b.
2 mx?+2mx+m-2
3.a.f(x)=m- =
) (x+ 1) (x+1)?
L'équation f'(x) = 0 n'a qu’une solution positive :
X = -2m ++8m

! 2m

X, =1 @\/8m:4m©8m:16m2©m:%

[l Une fonction bornée

a. x> + 2x + 5 n'a pas de racine car A < 0, donc f est
définie sur R.

Jim f(x) = Jim f(x) = 0.
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m Dérivée d'une fonction

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n

4(x*+ 2x—3)

b. ) = 2+ 2x+5)?

X -00 -3 1 +o0

) + 0 - 0
4! <’
i / \A v
0 -1

Minimum global égal a -1 atteint pour x = 1 et maxi-
mum global égal a 1 atteint pour x = -3.

+

[H Tangente de direction donnée

_ 2 _
a.f,(x)=(4x+m)(x+3) 12x2+mx—7)
(x+ 3)?
=2x2+12x+3m+7
(x+3)?

b.f'(—1):l©3m_3:l©m:i

4 4 4 3

1 3m+7 1 10
of'O = - —_— = =——
C () 3@ 9 3(:)m 3

[E] Tangente perpendiculaire
(D,) a pour équation y=—x+ 2 eta donc -1 pour coef-
ficient directeur.
Fx) = (2x+mx-=1)=-10+mx+1)
(x=1)

X =2x-m-1

S x=1)2
(D,) a pour coefficient directeur f'(2) = -m — 1.
(D,) et (D,) sont perpendiculaires si :
m-=-ND=1=-T)<m=-2.

[ Vitesse moyenne

1. On note d la distance entre les deux villes. L'équa-
tion horaire se traduit par:

d d_2d _100x

——+ =" ov= .

50 x v x+50
5000

2.a.vx) = .

2V =t sop

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

x 0 90

v'(x) +

450

> 7
V(x) /

0

b. Le maximum est d’environ 64,3 km/h. Il est donc
impossible d'atteindre 75 km/h.

¢. La vitesse maximale est atteinte pour x =90 et elle

est de 4;—0 km/h.

[ Distance entre deux courbes
a.b.

4 (€Y

()

On conjecture que la longueur MN est maximale pour
x=1.
2.a.hX)=—xX+x>+x+2;h'X)=-3°+2x+1.

x 0 % 1 2

h'(x) - 0 + 0 -
2 3
\ ol \
hi{x) /
. <
27

b. Maximum global atteint pour x = 1.

[T] Etude d'un signe

1. NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n
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Dérivée d'une fonction m

2.a.P'(x) =3x—4x+ 1.

x 0 % 1 4

1) + 0 - 0 o+

_ 131 31
4
\_/

27
J /4
s
P est croissante sur [1;4]et0 & [-5;31]doncily a
une valeur d'annulation dans cet intervalle.

NORMAL FLOTT AUTOD REEL DEGRE HMP
APP SUR + POUR aTbl

RS ST SIS Y SN SUSY NN ST
(00 ~J ~J 0" O" U U1 O O G L)

c.24<a<2,5.
d. X 0 a 4
P(x) - 0 +
f] Un probléme d'optimisation
2 —
a.(D=VX+T;t() = VX4+ L 48".
b. t'(x) = —X 1 x4
) 42 +1 8  8YxX+1
_ 3x2 -1
82+ 1(2x+ V2 + 1)
X 0 % 4
fx 0 +

9 \‘ / ¥

¢. Le temps minimum est atteint lorsque
1

(D= Wl =~ 0,577 km et dans ce cas,
1\3+43 _ _ .
t(ﬁ) =783 = 0,72 h =43 min.

Fonction polynéme du quatriéme degré

a. NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n

-153 -

b. P’ (x) =4 x>+ 6 x*— 24 x + 14.
P'X)=12xX+12x—24=12 (x> + x - 2).
C.

x -5 2 1 5
P + 0 - 0 o+
54 544
<
P / \ v
e
216 0
d x 3.5 5

[T] Tangente passant par l'origine

a. NORMAL FLOTT AUTD REEL DEGRE MP n

3
(x—2)*
cy= 3 X+—m2—2m+2
Ym0 w2
d. Pour que la tangente passe par l'origine, il faut que
-m?>-2m+2
(m—2)?
Deux solutions :

m=-1-v3;T :y=

b. f'(x) =

=0, soit—-m*—2m+2=0.

1 )
4+ 23 X

1
423 ©
fIl Approximation affine
a.f' (x) =8x;g(x) =160x—1597.
b. e(x) = 4x>— 160x + 1 600 = 4(x — 20)>.
¢.f{20,001) = 1 603,160 004 ; g(20,001) = 1 603,16 ;
e(20,001) = 0,000 004.
¢.f(20,000001) =1 603,16 ; g(20,000 001) = 1 603,16 ;

€(20,000 001) = 4x 10~ " : erreur commise par la cal-
culatrice.

Le probléeme est di aux arrondis d'affichage.

m=—1++3;T:y=

fT] Diamétre d'une bille

1. Le diamétre du verre est de 10 cm,
donc0 < d< 20.
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m Dérivée d'une fonction

3
Volume de I'eau : 501 ; volume de la bille ng

Volume dans le deuxiéme cas:

nd® 5
?+50n 25nd < &® —150d + 300 = 0.

2.a.f"(x) =3x*— 150 = 3(x >— 50).
x 0 V50 10
I -0+
300 200
<
Jx) /
4 _
300- 100 V50

f est décroissante sur [0 ; v/50]. De plus f(0) > 0 et
f(\/50) < 0. Ainsi I'équation f(x) = 0 a une unique solu-
tion dans [0;10].

c.a=2,05.
3. Le diameétre de la bille est environ égal a 2,05cm.

fH Tangentes paralléles

a.f'(x) = —%_; g'(x) =4x—6.
—Xl:4x—6©4x3—6x2+120
b4( )—6( J'+1=0.

43— 6x>+1= (x— %)(4x2— 4x —2).

Il'y a trois valeurs de x pour lesquelles les tangentes
1 1-v3 1443
sont paralléles : > 5 et >

fE] Tangentes communes a deux courbes
1.

2.a.fx)

b.g'(x) =
Par identification, on obtient le systéme.

=2x—4;y=Q2a-4)x—-a*+3.

2x+2;y=(2b+ 2)x— b*—
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Prolongement par continuité

a.g2)=3<4a+2b-7=3<2a+b=>5.
b.f(x)=2x—1;9g(x) = 2ax + b.

f(2)=g'(2) « 3=4a+b.

ca=-1;b=7.

d. On trace (61) et (€g) et on observe que les deux
coincident en A et possédent une tangente commune
en ce point.

fH Deux points, une méme tangente
1.fX)=— 43 +4x + 1.

a.y=x

b.f(x)=1< -4 +4x=0 < — 4x(x>—
[l'y a trois solutions: —-1;0et 1.

Mais pour x =1, I'équation de la tangente est: y =x + 1.
Pour x = 0, I'équation de la tangente est celle de (T) :
y =X
2.a.f(x)—f'(m)

1)=0.

—4¢ 4+ 4x 4+ 4m? — 4m.

—40=m* —x+m)
—4x-m(+mx+m?—1).
b.f(x)—f(m=0=x=moux*+mx+m?*-1=0.
Or x # m. Ainsi I'équation x> + mx + m> — 1 = 0 doit
avoir au moins une solution.

c.A>O=>—3m2+4>O:—\/§<m<\/§.

i Relativité
1 1 1-vJ1-h
1.a.fO+N=fO)_ 1-h VT _ +T-h
h h h
_1-1-h_ 12— (1-h)
hWT=h =~ hT=h(1++1-
1
T VT=h(1++T=h)

Doncllm 1 l
N\V1T+h(1+1+h)! 27

Ainsi fest dérivable en 0 et f(0) =
b. f(x) = —x+1.
() = 2x+

1
2

2. Pour des vitesses v tres inférieures a celle de la lu-

miere, Vst proche de 0, donc x = v est proche de 0.
Ainsi, d%pres le 1.b., ¢

C

E=(fx)— 1)mc* = %xmc2 =~ %mvz.
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Dérivée d'une fonction m

Problémes

f¥] La « sorciere d'Agnesi »
1.

2. a. Equation du cercle : x> + (y — 2)* = 4.

X;=m=>(y,— 2)>=4—m?. Ainsi, on a deux solutions :

Y,=2—VA-m’ety,=2+\4-m’

., _" _ 2
b. Equation de la droite (OB) : y = Wx.
hesy =AM
Ve < 2+Va—m
Wy Ty —y — 4m
c.yD—yB—2+\/4—m ,XD—XC—m.
-128x
3.a.f(x)=——————.
) (x*+ 16)?
X 0
[

+ 0 -
4
w | 7N\

b. Maximum global égal a 4 atteint pour x=0.
C.
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ff] Méthode d’Euler
Partie A
1.a.M(0;1); b.y=-2x+1.
2.a.M.(0,5,0); b.y=-1,75x+0,875.
3.a.M(1,-0,875); b.y=-0,875.
a.M (1,5, -0,875); b.y=3,25x-5,7.
a.M,(2,08); b.y=8x-15,.2.
4,

25

(Cy)
2
1.5
IVI0
4
0.5

Partie B
a.etd.

14 15 16 17 18 19 20 21

b. En cellule A4, on a saisi la formule « =A3+1 ».
En cellule B4, on a saisi la formule « =A4*$B$1 ».
¢. En cellule C4, on a saisi la formule

« =C3+B4*(3*B4A2-B4-2 ».
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