CARGO

Collection de Mathématiques

1os

LIVRE DU PROFESSEUR

=] hachette

LIVRE INTERNATIONAL



ISBN : 978.2.7531.0757.1
© Hachette Livre International, 2019

Suivi éditorial et mise en page : Acquansu

Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés pour tous pays.

Larticle L. 122-4 du Code de la propriété intellectuelle dispose que « toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle, faite sans le consentement de l'auteur
ou de ses ayants droit ou ayants cause, est illicite, il en est de méme pour la traduction, I'adaptation ou la transformation ».

Ne sont autorisées aux termes de l'article L. 122-5 du Code que « les copies ou reproductions strictement réservées a I'usage privé du copiste et non destinées a une
utilisation collective » et « les analyses et les courtes citations notamment dans un but d'exemple et d'illustration ». Cette représentation ou reproduction, par quelque
procédé que ce soit, sans autorisation de I'éditeur constituerait donc une contrefacon sanctionnée par les articles L. 335-2 et suivants du Code de la propriété intellec-
tuelle francais. Le Centre Francais de I'exploitation de la Copie (20, rue des Grands-Augustins 75006 Paris France) est, conformément a 'article L.122-10 du Code de la
propriété intellectuelle, le seul habilité a délivrer des autorisations de reproduction par reprographie, sous réserve en cas d'utilisation aux fins de vente, de location, de
publicité ou de promotion de I'accord de l'auteur ou des ayants droit.



sommaire

1] Barycentre de points pondeérés ....5
Activités d'introduction 5
Savoir-faire 6
Exercices d'entrainement 7
Se tester 13
Exercices d'approfondissement 14
Problémes 18
H Trigonométrie 21
Activités d'introduction 21
Savoir-faire 22
Exercices d'entrainement 22
Se tester 27
Exercices d'approfondissement 28
Problémes 32
=] Geométrie analytique

du plan 34
Activités d'introduction 34
Savoir-faire 35
Exercices d'entrainement 36
Se tester 43
Exercices d'approfondissement 44
Problémes 54
" Transformations du plan ... 57
Activités d'introduction 57
Savoir-faire 57
Exercices d'entrainement 59
Se tester 63
Exercices d'approfondissement 63
Problémes 66
' Droites et plans de l'espace ... 69
Activités d'introduction 69
Savoir-faire 70

Exercices d'entrainement 71
Se tester 74
Exercices d'approfondissement 74

) vecteurs et produit scalaire

dans l'espace 77
Activités d'introduction 77
Savoir-faire 78
Exercices d'entrainement 79
Se tester 84
Exercices d'approfondissement 85

1 cGeométrie analytique

de l'espace 0
Activités d'introduction 90
Savoir-faire 91
Exercices d'entrainement 92
Se tester 97
Exercices d'approfondissement 98
Problemes 103

8 Equations, inéquations,

systemes 105
Activités d'introduction 105
Savoir-faire 106
Exercices d'entrainement 107
Se tester 111
Exercices d'approfondissement 11
Problémes 114
] calculs dans R 116
Activités d'introduction 116
Savoir-faire 117
Exercices d'entrainement 118
Se tester 122
Exercices d'approfondissement 123
Problemes 125




sommaire

i[1] timites et continuité . 127
Activités d'introduction 127
Savoir-faire 129
Exercices d'entrainement 129
Se tester 135
Exercices d'approfondissement 136
Problémes 140
i1l Dérivée d'une fonction . 143
Activités d'introduction 143
Savoir-faire 144
Exercices d'entrainement 145
Se tester 150
Exercices d'approfondissement 150
Problemes 155

[E ttude de fonctions usuelles .. 156

Activités d'introduction 156
Savoir-faire 158
Exercices d'entrainement 159
Se tester 170
Exercices d'approfondissement 171

Problémes 176

1E] suites numeriques 180
Activités d'introduction 180
Savoir-faire 181
Exercices d'entrainement 182
Se tester 187
Exercices d'approfondissement 187
Problémes 191
1A pénombrement 193
Activités d'introduction 193
Savoir-faire 194
Exercices d'entrainement 195
Se tester 197
Exercices d'approfondissement 198
Problemes 200
i statistique 202
Activités d'introduction 202
Savoir-faire 203
Exercices d'entrainement 204
Se tester 211
Exercices d'approfondissement 211




n Barycentre de points pondérés

Activités dintroduction

La loi d'Archiméde

A B

1.a. Gest le point d'équilibre lorsque 15 X GA=5 X GB.
De plus:2 =AB=GA + GBdonc GB =2 - GA.
Ainsi, GA vérifie I'équation : 15X GA=5 X (2 - GA) ;

soit: 15GA =10 — 5GA < 20GA =10 <> GA = % —0,5.

Le point G doit étre placé sur la perche a une distance
du point A égale a 0,5 métre.

_— 1] — 1 —

0,5

b, < GA=1BA=-128
FA———+———+— 4 4
A G B G_B>:%A_B>

2
Ainsi 3GA + 58):5(0:3 etb=1).
2. a. G’ étant le point déquilibre, il vérifie I'égalité
15X G’A=m X G'B, ou m désigne la masse du seau
fixé en B.

Deplus:G'A=08et2=AB=G'A+G'B.
Par conséquent, GB=2-G'A=2-0,8=1,2.
On obtient alors I'équation: 15x0,8=mx 1,2;

soitm=_12%08 _ 10 |eseaufixé en B pese 10 kg.
b' A Ir Bll
<«“——r<—>

0,8 1,2
G'A=08;G'B=1,2etAB=2.
Ainsi, G'A= 2 ABet G'B=3 AB.

5 5

GA=-2 A8
Comme G €[AB],{ 5_)

G'B=3AB.

()]

-

Ainsi,3GA+2GB=0.(a’=3etb =2)

Quelques propriétés du barycentre

1.a. D'aprés la relation de Chasles :

-

0=aGA + b(G_A)+A_>):(a+b)G_A)+ bAB

donc (a + b)@\): _bAB. Les vecteurs GA et AB sont
donc colinéaires.

b.Commea+b¢0,G_A>:

_b A—B>
a+b
Les points A, B, G sont alignés.
2. a. D’apres la relation de Chasles :
0 =a(GO + OA) + b(GO + OB)
= (a+b)§)+a54>+bo_§.

Ainsi,commea+b¢0,0_(>5: 9 _OA+ b OB.
a+b a+b

En outre, deux vecteurs sont égaux, si et seulement si,
ils ont les mémes coordonnées. Par conséquent :

a b ax, +bx
X . =X—== X . = A B
© % g+b ”? a+b a+bb

a b ay, +
O A

b. D’aprés ce qui précede,
commea=3,b=-2,a+b=1,0na:

1 1
X =3X -4+ (2)X(-=)=1+1=2.
. 3T

Y.=3X1+(-2)x0=3

Barycentre partiel

1. On observe que les points G et H sont confondus.
2.a.aGA + bGB + cGC = 0.

b.aGA + bG B= 0.

¢. En utilisant la relation de Chasles dans la premiere
a(GG" + G’&+ b(GE)’+ G’B_))+ chf 0

soit (i;l— b)Gi+ aG’A+bG'B+ c(£>: 0 L
OraG’A+bG'B=—0donc (a+ b)GG" + cGC= 0.
d. On en déduit alors, comme (a + b) + ¢ =0, que G est
le barycentre des points pondérés (G*, a + b) et (C, ).

ligne de niveau
1.a.ME(&,) < MA.MA-MB.MB=3

— — —_— —

< (MG + GA) - (MG + GA) — (MG + GB)- (MG + GB)
=3

< (MG + 2MG . GA + GA?) — (MG? + 2MG . GB + GB?)
=3

Cargo 1 C/S — Livre du Professeur



n Barycentre de points pondérés

< 2MG - (GA - GB) + GA’ - GB? = 3.
De pIus G est Ie m|I|eu de [AB] (donc GA? - GB? =

etGA-GB=GA+BG=BAd' aprés la relation de
Chasles.

On en déduit alors que : M € (%3) <
b. D’aprés la relation de Chasles :
ME(€) < MG.BA=3 < (MH+HG) .BA=

e
2

0)

—

MG.

BA

N |W

3
2

w

< MH.BA+HG.BA=2
3

N

@/Wil.B_A>+%: @/W)-I.B_A)=O

H B

Savoir-faire

El a.-a+b=0,doncle barycentre des points
pondérés (A, 0,1) et (B, —0,1) n'existe pas.

b.a+b=7+(-3)=4=%0,donc les points pondérés
(A, 7) et (B, -3) admettent un unique barycentre G.

De plus, 7GA-3GB = 0.

Par la relation de Chasles, 7GA - 3(@+/TB) =

4GA = 3AB < GA = % AB.
GW

B

0;

; D'aprés la relation de Chasles,
2MP =3(MP + PN)

< MP+3PN=0< MP-3NP= 0.
Comme 1+ (-3) =0, P=bary{(M, 1), (N, -3)}
« Puis, comme k=5 # 0, P =bary{(M, 5), (N, -15)}.

HacG-= bary{(A, 2), (B, -4), (C, 1)}
R+(-4)+1=-1=0).

Par définition 2GA - 4GB + GC = 0.

En utilisant la relation de Chasles deux fois :
2GA-4(GA+AB)+GA+AC= 0,

~GA - 4AB + AC = 0, soit GA = AC - 4AB.
{U:A_C)— 4AB

GA= .

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

BA=9

w

donc HG =

A=

kol—‘

HG.BA=3
2

N

. Me (&)< MH.BA=0
< Me %D oud est la prependiculaire passant par H
a la droite (AB).

2.ME (&) < MA* - MB? =0
< MA?= MB* < MA = MB
(MA >0 et MB > 0)

< Me D oudD est la médiatrice du segment [AB].

b. G =bary{(A, 6),(B,3),(C,3)}(6+3+3=12=0).
Par définition, 6G A + 3G B+ 3G'C = 0.

Ainsi, en utilisant la relation de Chasles deux fois :
6GA+3(GA+AB) +3(GA+AC) =0

< 12GA=3BA+3CA

= G_/>4 = lB_A>+ %C_A>

1A
4

U:lBA
4

d.

m

GA




Barycentre de points pondérés n

8 1 a. D’ apres Ia relatlon de Chasles, o)

—

3GH+2(HG+GK) 0< GH+2GK=
Ainsi, G =bary{(H, 1), (K, 2)} (1 +2=0).
b. GH + 2GK = 0.

g
0

H K
El a.Comme 4+ (-1) + (-2) = 1 % 0, le barycentre G
des points pondérés (A, 4), (B, -1), (C, —2) existe et est

unique.
b. Les coordonnées du point Gsont:

X,=4X0+(-1) x5+ (- ( )
Y, = 4% (-1)+ (- 1)x‘3‘+(
XG:_5+g:_§
5 5
4 _ 1
=—4—_=—_.
Vs 3 3
il Par définition du barycentre G:
_3XX +2XX, _3+2,
=2l SR =
5 5
_3Xy +2Xy, = -3+,
¢ 5 5
{10:3+2xF {XF=Z
<= <= 2
0=-3+2y, yF=%.

IE comme (-0,5) + (-0,5) = -1 # 0, le barycentre,
noté H, des points pondérés (B, -0,5) et (C, -0,5) existe
et est unique. Ainsi, d’'apres le barycentre partiel :

G =bary{(A, 5), (B, -0,5), (C, -0,5)}

G =bary{(A, 5), (H, (-0,5) + (-0,5))}

Enercices d’entrainement

Barycentre de deux points pondérés

i a. 3,7+ (-3)=0,7 #0. Donc oui.

b4+(\/_) ( ) 0. Donc non.
3
C. 5+\/_——5+5—0.Doncnon.
d.l+§:§:1¢0.Doncoui.
6 6 6
i b.etd.

19 3I—TF>+I-TE>= 6.Donca.

G = bary{(A, 5), (H, -1)}.

I Comme2+(-1)=1=20et2+3=5%0,les
barycentres, notés respectivement E et F, des points
pondérés (A, 2) et (B, —1) et respectivement (C, 2) et
(D, 3) existent et sont uniques.

Ainsi, d'aprés le barycentre partiel :

G =bary{(A, 2), (B,-1),(C, 2), (D, 3)}

G = bary{(E, (2 + (-1))), (F, 2 + 3)}

G =bary{(E, 1), (F, 5)}.

iE . 0n cherche ab b, c trois nombres reels tels que:
a+b+c=0etaGA+bGB +cGC= 0.

« On sait que = bary{(B, 1), (C, 1)} car I milieu de [BC].
Ainsi, le barycentre partiel permet d’écrire que::
G =bary{(A, 2), (, 1)}

G= baryAZ(B )(C )car% 1

+1=1,
2

1

« On vérifie que 2 + 3 1

+—-=3=0.
2

i . Comme a =b =1, d’apres la propriété du
paragraphe 5.b., on note G = bary{(A, 1), (B, 1)}, clest
le milieu de [AB].
100 - GA? -
2
«Comme AB=3,GA=GB=

GBZL

6 _

Onnote a =

=41.

« Par conséquent, comme o > 0, 'ensemble cherché
est le cercle de centre G et de rayon v41.

A G B
GA+GB=0
b'.................
A B G
~GA+2GB=0
GA+2AB=0

Cargo 1 C/S — Livre du Professeur



n Barycentre de points pondérés

A G B

_GA-2GB= 0< GA+2GB= 0.

d.I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A G B

%541%(?3’: 0 < GA+2GB= 0.

Al a.AM +4MB= 0 < —MA + 4MB = 0.
Donc M = bary{(A, -1), (B, 4)}. (-1 + 4 = 0).
b. BM = 7MA <> 7MA + MB = 0.

Donc M = bary{(A, 7), (B, 1)} (7 + (1) 2 0).

c. % MA - MB = 0.
Donc M = bary{(4, %) (8,-1)) (% +(=1)£0).

d.3MB + MA + MB= 0 < 4MB + MA = 0.
Donc M = bary{(A, 1), (B,4)} (1 +4=0).

[ a.Comme 3 + (-4) = -1 #0, G existe.
Par définition : 3GA — 4GB = 0.

En utilisant la relation de Chasles :
3GA-4(GA+AB)= 0« -GA-4AB=0
= A_G>= 4A_B>.

A B G

b. Comme -1 +5=4 %0, G existe.
Par définition : ~GA + 5GB = 0.
En utilisant la relation de Chasles :
~GA +5(GA+AB)= 0 < 4GA+5AB= 0
< AB=2 AB.
4

A B G
¢. Comme 7 + (-7) = 0, G n'existe pas.
d. Comme 1 + % = % =10, Gexiste.

2

Par définition : %G_A>+ §(TB>: 6 soit GA + 2GB = 0.

En utilisant la relation de Chasles :
GA+2(GA+AB)= 0 < 3GA+2AB= 0
< AG= % AB.

A G B

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

e. Comme (=5) + (-10) =-15 # 0, G existe.

Par définition : ~5GA — 10GB = 6, soit GA + 2GB = 0.
On retrouve le point G de la question d.

f.Comme 0,5 + (-=3) =-2,5 # 0, G existe.

Par définition, 0,5GA — 3GB = 0.

En utilisant la relation de Chasles :

0,5GA - 3(GA + AB) =0 <> -2,5GA - 3AB=0

< AG= g AB,

A B G

23y désigne un point du plan. D'aprés la relation de
Chasles :

aMA + bMB = aMA + b(MA + AB)
= (a + b) MA + bAB = bAB.

2 a.GB=-2GA < 2GA + GB=0.

a=2etb=1.
b. 5GA = GB <> 5GA - GB = 0.
a=5etb=-1.
¢.GA + GB=0. a=b=1.
d. %:4% donc 3GA - 4GB =0.
GB=3BA
a=3etb=-4.
25| Dispositif 1
{MXCA:3M><CB©{CA:3CB (carM>0)
Ce[AB] Ce[AB]
©§+3§=6©a=%ﬁ
A C B
Dispositif 2
{3M><CA=2M><CB©{3CA=2CB (carM > 0)
Ce[AB] Ce[AB]
©3c7\>+2c_§:6©c_>:§ﬁ
m 1 1 1 1 150
A ¢ ¢ 8
6 2

{MXAC: 150 x CB
Ce[AB].
2

Donc M =150 % c soit M =50 kg.

-8-



Barycentre de points pondérés n

Hi a.Par définition, d'une part 2GE-3GF=0
et—3EH + 2FH = 0.

En utilisant la relation de Chasles, on a:
«2GE-3(GE+GF)= 0

< -GE=3EF < EG = 3EF

«—3EH+2FH= 0

< -3(EF+FH)+2FH=0

= —3E_F)— FH = 6

< FH=-3EF=3FE.

b. Les points E, F et G sont alignés d'une part, et

d’autre part, les points E, F et H sont alignés. Ainsi,
les points E, F, G, H sont alignés.

] a. Par définition du barycentre, _GA+5GB = 0.
En utilisant la relation de Chasles :

(GO + OA) +5(GO+ OB) = 0
< 4GO-0A+50B=0
®40_(>5:—ﬁ+5(ﬁ

Onaalors:
0G = }}(—(ﬁ+5ﬁ
b. Ainsi :
= _1 4\_>
X.=Xge= é_l( xA+5xB)— 4(1 +5x% 5) 2
N 1L _7
Ye=VYoec= 4_1( Y, +5y,) 4( 3+5><2) 4
293P Pardéﬁnition:3ﬁ—20?= 0.
Ainsi, d'apres I'égalité de Chasles :
3QR-2(QR+RS)= 0
@@?:2/?_5?
Q\
R S

b.30R-205= 0« 3 QR'-Q5 = 0
<30R -2Q5 =0
< Q=bary{(R’, 3),(S",-2)} 3 + (~2) 2 0).

Barycentre de trois ou quatre points

Bl a.1+3+ (-4) =0. Donc non.

1 + (—1) :l+ (—l) # 0. Donc oui.
3 2712 2
c.0,2+0,2+(-2x0,2) =0. Donc non.

d. /7 - /3 -4 = 0. Donc oui.

b.1+
4

— >

Ell a.AB-4AD +5AC= 0
donc A =bary{(B, 1), (C,5), (D, -4)} (1 + 5 + (-4) = 0).
b. A =bary{(B, 2), (C, 10), (D, -8)}.

EE 2EG=3EF-2EH
< 2EG-3EF+2EH=0
donc E = bary{(G, 2), (F,-3), (H,2)} 2+ (-3) + 2= 0).

EE G est le centre de gravité du triangle ABC, donc
A=bary{(A, 1),(8,1),(C 1)}

EZ a.Ona:3EP+2FP-2GP = 0.

Comme 3 + 1+ (-2) =2 # 0, le barycentre (noté P)
des points pondérés (E, 3), (F, 1) et (G, -2) existe et
est unique.

b. Par définition : 3Q_E>+ @?: 0 3+1=0).
En utilisant la relation de Chasles :
3QE+QE+EF=0< QF= % FE.

F Q
c. - D'apres le barycentre partiel :
P =bary{(E, 3), (F, 1), (G, -2)}
P=bary{(Q,3 + 1), (G, -2)}
P =bary{(Q, 4), (G, -2)}.
Donc 4P_Q>— 2PG=0
« En utilisant la relation de Chasles, on a:
2PQ- (PQ+QG) = 0 = PQ=QG < QP =-QG.

FE .3AI-BI+2C/= 0« 3JA—IB+2IC= 0
< I=bary{(A, 3), (B,-1), (C,2)} 3 + (=1) + 2= 0).

+ On note H = bary{(A, 3), (B,-1)}
(existecar3+ (-1)=2=0).

« D'apres le barycentre partiel, ona:
I=bary{(A, 3), (B, -1), (C, 2)}
I=bary{(H, 3+ (-1), (C, 2)}
I=bary{(H, 2), (C, 2)}

I est donc le milieu de [HC].

Cargo 1 C/S — Livre du Professeur



n Barycentre de points pondérés

« Construisons d’abord le point H. D’apres la relation 398 D’aprés le barycentre partiel :

deChasles: G = bary((4, 3), (8,-1), (C, 3), (D, -1}
< 2HA-AB= 0« HA= % AB. G = bary{(, 2), U, )

¢ ot {/=bary{(4, 3), (8, -1)}

{J=bary{(C,3),(D,-1)} (3+(-1) = 0).
| « Construction des pomts letJ:
B 3A_IB=0<3A-IA-AB=0
A @2/A:AB©W:%AB.
H ldem:JC=1 CD

E[8 M désigne un point du plan. D'aprés la relation D . C /
de Chasles : G
aMA + bMB + cMC

-

= a(MG + GA) + b(MG + GB) + (MG + GC) . .

=(a+ b+ MG + aGA + bGB + cGC. A . B
OrG:biry{(A,£) (8,b) b), (c 0 + On place G milieu de [1J].
donc a@+ bCﬁ+ ch O, .
donc aMA + bMB + cMC = (a + b+ c)MG.

a. Comme ABCD est un parallélogramme :
DA +DC=DB <> DA-DB+DC=0

EXl D’aprés la relation de Chasles : < D=bary{(A,1),(B,-1), (C, )} (1+(-1)+1=1=0).
aMA + bMB + cMC b. / est le milieu de [DC], donc ID + IC = 0.

— aMA + b(MA + AB) + c(MA + A0 E_n)utlis)arlt la rela_tif)nif CfEs)Iei:

= (a+ b+ )MA + bAB + cAC = bAB + cAC. D+IC=0 «IA+AD+iC=0

< IA+BC+IC=0

EL] a. Par déjnitioEt Iarilatiin deﬁChasIes : (AD = BO)
_IA+4B=0< -IA+4(A+AB)=0 SIATBRICHIC=0
<3A+4AB=0<IA=-2 2B < IA~IB+2IC=0
YT 3 o I=bary{(A 1), B, 1) (C, 2} (1 + (<1) + 2 =2 % 0).
b. Par définition et la relation de Chasles : a. G est I |sobarycentre des points A, B, C. Donc
2JC+JD=0<2JC+IC+CD=0 GA+GB+GC 0.

« En utilisant la relation de Chasles :
GA + (ﬁ+,r8)+ (Cﬁ+f) =0
<3GA+AB+AC=0
=3GA+24AA =0

=3JC=-CD« JC= 1 DC.

3.
C. - Par le barycentre partiel :
G =bary{(A, -1),(B,4), (G, 2), (D, 1)}
G =bary{(, (-1)+4),(J,2+ 1)} -
G =bary{(,3), U, 3)} (A" milieu de [B(]).

« G est donc le milieu de [1J]. ) Idenﬁour Edelix autres.
D J C b.:3GA + 2AA” =0, donc les points G, A, A" sont

' ! ' ! alignés.

.3GB+2BB = 6, donc les points G, B, B” sont alignés.
A G -3GC +2CC =0, donc les points G, C, C" sont
alignés.

B . (AA"), (BB) et (CC") sont les trois médianes du

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -10 -



Barycentre de points pondérés n

triangle ABC. D'aprés la question b., GE (AA"), G
(BB") et G € (CC"). G est donc l'intersection des trois
médianes : c’est le centre de gravité du triangle ABC.

2 On cherche G tel que 2GA +3GB + 4GC = 0.
+On note H = bary{(A, 2), (B, 3)}.

Alors par définition et d'aprés la relation de Chasles :
2HA +3HB =0

< 2HA +3(HA+AB)=0

< 5HA+3AB=0

o HA= % BA

« D'apres le barycentre partiel, ona:

G =bary{(A, 2), (B, 3), (C, 4)}

G = bary{(H, 2 + 5), (C, 4)}
G = bary{(H, 5), (C, 4)}.

- On écrit alors 5GH + 4GC = 0.
D'apreés la relation de Chasles :

5GH + 4(GH + HO) =0
< 9GH+4HC=0
©G_’H=‘§‘c_/-7.

[% . L estle milieu de [AK] donc L = bary{(4, 2}, (K, 2)}.

« K milieu de [BC] donc K = bary{(B, 1), (C, 1)}.

« Ainsi, par le barycentre partiel :
L =bary{(A, 2), (B, 1), (C, 1)}.

M am _15X2+18X1+17X3_ 99

=22=16,5
2+1+3 6
Alia 16,5 de moyenne.
b. c.
A C ME B
| | | N RN
16 1718
0 5 10 15 20

d.Onposea=2,b=1etc=3.LepointC
représente la note 15.

Le point D représente la note 18.

Le point E represente la note 17.

On aalors : 2MC + MD + 3ME =0.
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5 a.Parle barycentre partiel, comme
I'=bary{(A, 1), (B, 1)},

J=bary{(B, 1), (C, 1)},

K= bary{(C, 1), (D, 1)},

L =bary{(D, 1), (A, 1)},

(car ce sont les milieux des segments associés), on a:
« G =bary{(A,1),(B,1),(C1),(D, 1)}

G= bary{(,2), 2)}

« G =bary{(A, 1), (D, 1),(C1),(B, 1)}

G=  bary{(L,?2), 2)}.

b. Comme G =bary{(/, 2), (K, 2)}, G € (IK) et comme G
= bary{(L, 2), U, 2)}, G € (LJ). Donc les diagonales de
IJKL se coupent en G et c'est le milieu de [IK] et de [LJ].

« Comme les diagonales du quadrilatéere [JKJ se
coupent en leur milieu, c'est un parallélogramme.

(K,
(G
Y,
)

a.Ona:
{MG_A>+ M,GB=0
M.GA + MGB =0
En utilisant la relation de Chasles, on a:
{M?A+M4GT\+/\T%)=6
M.GA + M(GA + AB) =0
- {(M +M)GA =M BA
(M, + M)GA = MBA
orM.>0etM>0
M+M, _M,+M

donc

: M
<M (M, +M)=MM+M,)
< MM, +MM =M +MM,
< M =MM,

donc M =VM ,(carM > 0).
b.- VM, OetM “;M2>o

Ainsi, comparer ces deux nombres revient a
comparer leurs carrés :

(- (P2 2 <

12

M2+ 2M M. + M 2
MIMZ_ 1 ) 2
4
1(M12+M22)

1
= M1M2 - §M1M2 -

__ M2- 2/\/121/\/1 M2 M =M
donc (VMM )2 < (M +M)

12

donc \/M1M < M, ;Mz .

¢. Le choix de la marchande n'est donc pas équitable.

Cargo 1 C/S — Livre du Professeur
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Ligne de niveau

Kl a=b=1etk=2.
On note G = bary{(A, 1), (B, 1)} et on pose
Ol:2—GA2—GBZ'
1+1

Ainsi, comme G milieu de [AB] avecAB=2,0na:
2-12-12 _2-2

2 2
Comme a. =0, I'ensemble cherché est le point G.
Donc réponse c.

=0.

7 a. Par définition et en utilisant la relation de
Chasles :

4A-IB=0 < 4A-IA-AB=0
@3/T=ﬁ

b. M désigne un point du plan. On a, d’apres la
relation de Chasles :

4AM - BM = 4(Al + IM) - (B + IM)
— 4AI- Bl + 3IM=3IM

~——

=0
car [ =bary{(4, 1), (B, -1)}.
c.||[4AM - BM|| = 3AB < ||3IM]| = 3AB
< 3IM=3AB
< IM=AB
< Me%€(;AB)
(voir figure au a.)

7 a. Par définition et en utilisant la relation de
Chasles :

KA -2KB = 0 < KA - 2(KA+ AB) = 0
o KA = ZA—B).
b. Par définition et en utilisant la relation de Chasles :
—3LC+2LD= 0« -3LC+2(LC+CD) = 0
< -IC+2CD= 6

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

< [C=2CD.

¢. M désigne un point du plan.

« AM - 2BM = (AK + KM) - 2(BK + KM)
= AK - 2BK - KM = KM

—

«—3CM + 2DM = -3(CL + LM) + 2(DL + LM)
=_3CL+2DL-IM=-IM

=0
d. ||AM - 2BM|| = ||-3CM + 2DM||
< [|=KM|| = [[-LM]|
< KM=ILM
< M e D oudD est la médiatrice du segment [KL].

HU 1.a.On note K = bary{(A, 1), (B, 4)}.

Ona:KA+4KB=0

< 5KA+4AB= 0

c)/W:‘g‘ﬁ

Puis par le barycentre partiel, / = bary{(K, 5), (C, -1)}.

Ona:5K-IC=0

@5/71/7)—/(_5:6

< IK=1KC

b.Ona:4

JA+3JB=0 < JA+3UA+AB) =0
< 4JA+3AB=0

< AJ=3 AB.
4 2
9
/ K
J
g C

-12 -
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c.||AM + 4BM — CM|| = ||MA + 3MB||
< [|4iM]| = ||4IM|
< IM=IM
< Me D oudD est la médiatrice du segment [LJ].
2..0n pose I’ =bary{(A, 5), (B,-1), (C,-2)},
K= bary{(A, 5), (B,-1)}.
Ona:5KA-KB=0 < 4KA=AB
et5/A-I'B-2'C=0 «<4I'K-2IC=0
< 2'K-T'K- K_C')= 6
< 'K=KC
On note J’ le milieu du segment [AB]. _
Ainsi, ||[5AM — BM - 2CM|| = ||MA + MB|
< [[2I'M]| = |[20°M]|
< I'M=JM
< MeD ou Y est la médiatrice du segment [/°J7].

Bl a=b=1.0nnote G= bary{(A, 1), (B, 1)}, soit G le
milieu de [AB].
4 - GA? - GB?

T+1

2 2
a=4-2-2 :—‘5‘:—2<o

a.0n posea =

2
Donc I'ensemble est vide.

2
20-(2)'x2
b. On pose a = 2
1+1

20- 2

2 _15
2 4
Donc I'ensemble est le cercle de centre G et de rayon
VTS,

2

a=

g6 tester

EE 1. Faux ; 2.Vrai; 3. Faux; 4. Vrai; 5. Vrai.

2 1. Faux. AG = 1R)© 3AG=AC.
D’apres la relation de Chasles :

3AG —(AG +GC) =0 <> 2AG-GC=0
= 2Cﬁ+ ?26

< G=bhary{(4, 2), (C, 1)}

2. Vrai. F est le milieu de [BC] donc F=bary {(B, 1), (C, 1)}.
Ainsi, d'apres le barycentre partiel,

E=bary{(A, 2),(B,1),(C 1)}

E=bary{(A, 2), (F, 2)}

et E est le milieu de [AF].

2,5cm 2,5cm

2 On note G le milieu de [AB].Ona:
MA? - MB?*=1
< (MG + GA) . (MG + GA) - (MG + GB) . (MG + GB) = 1
< (MG +2MG . GA + GA?) - (MG* + 2MG . GB+ GB?) = 1
< 2MG.(GA-GB)=1
= ZIW; . BT4>= 1.
On note H le point de la droite (AB) tel que 2HG .BA=1.
Alors :
MA? = MB*=1 < 2(MH + HG) .BA=1

< 2MH .BA +2HG .BA=1

= Z/WI)'/ . BT4>= 0

= /\W-/ . BT4>= 0
Donc I'ensemble des points M est la droite &
perpendiculaire a la droite (AB) passant par H.

@

G -|H

3.Faux. 3RE=GE

3RE—(GR+RE)=0<> 2RE—GR =0

= 2ﬁ+ R_G>= 6

< R=bary{(E, 2), (G, 1)}

4.Vrai. EF = 2F_T.>D’aprés la relation de Chasles :
EF— 2(FE+ET) =0 <> EF + 2EF - 2ET=0

< 3EF-2ET= 6

< E=bary{(F, 3), (T, -2)}.

5.Vrai.Danscecas,a=b=1etk=10.0nnote Gle
k - GK? - GL?

milieu de [LK]. On pose a =
1+1
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Comme a > 0, 'ensemble des points M du plan tels
que MK* + ML* =10 est le cercle de centre G et de
rayonV4=2.

B 1.c.:2.b.;3.a.; 4. a.

5 1.b. D'aprés le barycentre partiel,on a:

G = bary {(Al _5)1 (BI 5)! (Cl 3)}°

G =bary{(A,-5), (H, 5+ 3)}.

G =bary{(A, -5), (H, 8)}.

ou H=bary{(8,5), (C, 3)}.

« Ainsi, G = bary {(A,1 ), (H, - g)} par multiplication
par k (homogénéité du barycentre).

2. c. On observe que : DC=2CG < DC+2GC=0.

exercices d'approfondissement

X Concours de droites
a.G=bary{(A, 2),(B,1),(C, 3)}
» Montrons que / = bary{(A, 2), (B, 1)}.
Par définition, 3AI=AB.
Donc par la relation de Chasles :
3AI- (Al +1B)= 0« 2AI-IB= 0
= 2W+ /F)= 6
< [=bary{(A, 2), (B, 1)}.
« Montrons que J = bary{(B, 1), (C, 3)}.
Par définition, 4CJ=CB.
Donc par la relation de Chasles :
4CJ-(CJ+JB)= 0« 3C/-JB=0
«<3JC+JB=0
< J=bary{(B, 1), (C, 3)}.
« Montrons que K = bary{(A, 2), (C, 3)}.
Par définition, 5CK = 2CA.
Donc par la relation de Chasles :
5CK-2(CK+KA)= 0« 3CK-2KA= 0
< 3KC+2KA= 0
< K=bary{(A, 2), (C, 3)}.
« On utilise alors la propriété du barycentre partiel :
G =bary{(A, 2), (B, 1), (C, 3)}

G=bary{ (/,3), (C,3)}

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

D’apreés la relation de Chasles,
DC+2GC=0<3GC+DG=0

= 3&— CTD)= 6

< G=bary{(C 3), (D, -1}

3. b. - Fétant le milieu de [DC],
F=bary{(D, 3), (C, 3)}.

Ainsi, par la propriété du barycentre partiel,
H = bary {(E, 5), (F, 6)}.

H=bary {(E, 5), (D, 3), (C, 3)}.

4. a. On cherche un nombre réel a tel que
1+(-1)+a=0 et DA —DB +aDC = 0.

Or, comme ABCD est un rectangle,

DA +DC=DB.

Ainsi, DA — DB +DC= Oeta=1.

puis G = bary{(A, 2), (B, 1), (C, 3)}

G=Dbary{(A 2), (, 4)}
et enfin, G =bary{(B, 1), (4, 2), (C, 3)}

G=bary{(B, 1), (K, 5)}
b. Ainsi, (G € (IC)
Ge(A))
G € (BK)
Ces trois droites sont donc concourantes (en G).

£ Points alignés
a. Par définition :

3CQ CA Donc d'apres la relation de Chasles :
3C0-(CQ+QA)=0

i eis
< 2QC+QA=0

< Q=bary{(A,1),(C,2}(@=1etb=2).
b. - Comme R est le milieu de [AB], (ﬁ + (ﬁ: 2@
(propriété du parallélogramme).

« Comme Cestle le milieu de [PB], QP + QB = 2QC soit
QP=-0B+2QC (proprlete du parallélogramme).
c.-QP= —QB + ZQC (d’ d'apres b.)

= QP = QB QA (d' apres a.)
= QP = —ZQR (d’ dapres b.)
< QP+2QR=10
< Q=bary{(P, 1), (R, 2)}.
« Les points Q, P, R sont donc alignés.
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& Lieu de points et paramétre

1.a.G_existe si et seulement sim? +(2m-3) 0.
On remarque que:
m*+(2m-3)=m?*+2m-3=(m-1)(m + 3).
Ainsi, G _existe, si et seulement si, m € R\{1; -3}.

b. m désigne un nombre de R\{1; - 3} et M un point
duplan:

Alors par la relation de Chasles et la définition de G _,
ona:

m? MA + (2m-3) MB
=mMG_+G_A)+(2m-3)(MG_+G B)
:(m2+2m—3)/\%>m+m2(5—m,47+(2m—3)@?
=(Mm*+2m- 3)/\76)m
(car G, =bay{(A; m?), (B;2m - 3)}.

On obtient alors :

ME (€ ) < ||(m*+2m -3)MG _|| = AB

< |m?+2m -3|MG_=AB.

<MEe(€,)

= MG :L(carm:ﬂetmi%)
T m?+2m = 3|

emedls,; A )

™" |m?+2m - 3|
2.-Pourm=2,|m*+2m-3|=[22+2%x2-3|=5
doncL: 2.
|[m?+2m - 3|
(&) est donc le cercle de centre G, = bary{(A; 4), (B; 1)}
et de rayon 2 cm.

(&)
2¢cm
U I I

A B

Pourm=3,|m?*+2m-3|=|32+2x3-3|=12
doncL:m: 2.

Im?*+2m-3] 12 6
(&) est donc le cercle de centre G, = bary{(A; 9), (B; 3)}

et de rayon % cm.

(&)

3
25 cm

O
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[l Cercleinscrit dans un triangle

1. a. D'aprés la relation de Chasles et la définition de
I

(a+ b+ c)Al = bAB + cAC

or(a+b+c)=0donc

Al=—b _Ap+__ ¢ AC
a+b+c a+b+c
« Ainsi, comme P et Q sont r@ecti_v)ement les points

de [AB] et [AC] tels que Al = AP + AQ, il suit que
AF-_b 75

at+b+c

AQ=_—C _AC
at+b+c

Par conséquent :

|AP]| = —2—||AB|| = —2*—=—°__||AC]|
a+b+c a+b+c a+b+c
=[|AQ]|

b. - Par construction, le quadrilatére AQIP est un
parallélogramme. Comme de plus, ||AP|| = ||AQ]|, c'est
un losange.

« Ainsi, la diagonale (A/) est aussi la bissectrice de
I'angle BAC.

Le point / appartient donc a la bissectrice de I'angle
BAC.

2.-Soient P" et Q’ les points respectifs des segments
[BA] et [B(] tels que BP +BQ =8I,

De la méme manieére,

comme (a + b + c)ﬁz aBA + cB_C>, on montre que /
appartient a la bissectrice de I'angle ABC.

« Par conséquent, | appartient a deux bissectrices,
donc cest le centre du cercle inscrit dans le triangle
ABC.

[ Centres d'inertie
1.a.(P,) est de forme rectangle.

Son centre d'inertie, noté /, est le centre de ses diago-
nales.

Samassem, est5x3Xx1x10,5x 10%=157,5x107°.
(%) est de forme triangle.

Son centre d'inertie, noté |, est le centre de gravité du
triangle ABC.

Sa masse m, est 2X5

X 1%19,3%x10%=96,5x 107

b. Le centre d'inertie, noté /, de la plaque (%) estalors:
I=bary{(l,m), (L, m)}
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2, 4
>
4 9
3
>

2 2, "~
- P est de forme rectangle.

Son centre d'inertie, noté /, est le centre de ses dia-
gonales.
Samasse, m est4x4x1x10Xx 10°=16x 107,

- P, est de forme rectangle.
m,=1x(4+2x3)x10x10°
m,=10x10x 10

m,=10"

- Donc /= bary{(l, m), (I, m,)}.

(£ Centre d'inertie et isobarycentre

a. Dans le triangle ABC, (MN) est la droite passant
par les milieux des cotés [AB] et [AC], elle est donc
paralléle a la droite (BC). Ainsi, le quadrilatere MNCB
est un trapeze

b. Le triangle ABC peut étre considéré comme la
juxtaposition de deux plaques homogenes : le
triangle AMN et le trapeze MNCB.

On désigne par J et K les centres d'inertie respectifs
des tiangles AMN et ABC, c'est-a-dire leur centre de
gravité, et par G le centre d'inertie du trapéze MNCB.
Le triangle AMN est I'image du triangle ABC par

I'hnomothétie h de centre A et de rapport %
Aire(AMN) 1 Aire(AMN) 1

Aire(ABC) 4~ Aire(MNCB) 3’
Les plaques AMN, ABC et MNBC sont homogeénes,
donc leurs masses sont proportionnelles a leurs aires.
Donc K est le barycentre des points pondérés (J, 1) et
(G, 3).
Ona:AJ=3AG =4AK. (1)
Soit A' le milieu de [B(] :
ﬁz%ﬁz%b@l/\_@ et/\_J):%/W:%(@)+A_C)).

en remplacant dans (1), on obtient :

4 — 1,-— -—=

3/E>=§(AB+/TC’)—E(AB+A

©rc-;:%(ﬁ+m 2)

c. L'isobarycentre / des points M, N, C et B est tel que :

Al=—
4

1%—>—>—>

(AM+AN+AB+ A
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_4(2AB+AC+AB+/Y)
_i% —>
- 8(AB+AC). 3)
d.Gi=_"b ﬁdoncGA:‘ b ‘BA.
a+b a+

Or, |a| > |b| lorsque :
-1e'cas:a>b>0;danscecas,| b I: b <l,
donc Gest plus proche de 4. 'dtb1 a+b
-Zecas:a<b<0;danscecas,| b I: ol %
donc G est plus proche de A. a+bl |af+]b]
«3%cas:a<0,b>0;dans ce cas, <0,
donc Gest plus prochede A. ¢ +b
«4¢cas:a>0,b<0;dans ce cas, b <0,

a+b

donc G est plus proche de A.

(E Position du barycentre
Par définition de G, on a aGA + bGB = 0.
a.-Sia:O,anrsb;tOetCﬁ: 0.

Donc G=B.
-Sib:O,anrsa:tOet@\): 0.
Donc G=A.
b.Commea+b¢0,@\): b BA.
a+b

Ona0l< < 1,donc G €[AB]

a+b
c. Si a et b sont de signe opposé, alors G € (AB)\[AB].

(! Orthocentre
a. - Dans le triangle ABA" rectangleen A", ona:

~ AA’
tan(ABC) = ——.
AB
Puis, dans le triangle AA'Crectangleen A", on a

tan(B/(_'z\L\) = A—A'.
A'C

De plus, A" € [BC].
Ainsi, AA' = A'Btan(ABC) = A'Ctan(BCA)

orA'B/e\tA'C sont de sens contraire ; tan(A/BE) >0et
tan(BCA) > 0,

d'oti tan(BCA)A'C + tan(ABO)A'B = .
+ On procéde de méme pour B' et pour C.
b. Chaque angle ﬁ,/@et/@ est dans ]0 ; g[

donc tan(&?C) >0, tan(/@) >0 et tan(/@) > 0.
Par conséquent, tan(A/B?_') + tan(tﬁ\\(_') + tan(A/C\B) = 0.
D'ou l'existence de K.
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c. Par le barycentre partiel :
- K = bary{(A, tan(BAQ)), (8, tan(ABC)), (C, tan(ABC)}

K = bary{(A, tan(BAC)), (A", tan(ABC) + tan(ACB)}
0

doncKeE (AA).

«ldem K& (BB), K€ (CC).

d. (AA), (BB’) et (CC’) désignent les trois hauteurs
du triangle ABC. H désigne l'orthocentre. Or d'apres

la question c., K est le point de concours de ces trois
droites. Ainsi, H =K.

(5 Des démonstrations
1.a.Comme a + b # 0, G existe.
b. Pour tout point M du plan:
aMA? + bMB? = a(MG + GA)? + b(MG + GB)?
= a(MG? + 2MG . GA + GA?) + b(MG* + 2MG . GB + GB?)
= (a+ b)MG? + 2MG . (aGA + bGB) + aGA? + bGB,
OraGA + bGB= 0 (car G=bary{(A, a), (B, b)})
Donc aMA? + bMB? = (a + b)MG? + aGA? + bGB?
Ainsi :
Me (€, < aMA’ + bMB* = k

< (a+bMG* + aGA? + bGB* =k

@MGz:h—aGAZ—bGBZ (cara + b #0).
a+b
C. Posonscl:k_aGAz_bGB2 .
a+b

+1* cas:a <0.Alors (€,) est I'ensemble vide.
+2°cas:a>0.(¢é) estle cercle de centre G et de
rayon va.
*3°cas:a=0.AinsiMEE = MG=0=M=0G.
(€,) est I'ensemble formé par l'unique point G.
2, a. Pour tout point M du plan:
MA? - MB? = (MG + GAY? - (MG + GB)?
= (MG? + 2MG . GA + GA?) - (MG? + 2MG . GB + GB?)
= 2MG . (GA - GB) + GA? - GB?
=2MG.BA  (carGA=GB)
=2AB . GM.
b.M€E (€,) « MA*-MB*=k’
= ZA_B). @)/I =k’
< 2AB.(GH+HM) =k’
< 2AB.GH+2AB.HM =k
©2A—B).a')/+2A—B>.m/l:k'
< AB.HM=0.
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c. (€,) est la droite passant par H perpendiculaire a la
droite (AB).

(1] Uneligne de niveau
1.a.
Z(W—/\7§+/\7(>_')(ZXA—XB+XC—2x;2yA—yB+yC—2y)
et MD + ZME(XD +2X.-3X; Y, + 2, - 3y).
Ainsi, M € (€)
= 12=(2x, - x, + X - 2x)(x, + 2x,. - 3x)
+(2Y, =Y+ Y= 29y, + 2y, - 3Y)
= 12 =6x? +x[=2(x, + 2x,) - 3(2x, - x, + x )]
+ (X, + 2x)(2x, - x, + x ) + % +y[=2(y, +2y,)
-3(2y, ~ Y, +yc)] + (yD +2y)(2y, Y, +yC)
<X+ +x[—%(xD +2x) +1/2 (x, - x .= 2x))]

+ y[—% (v, +2y) + %(yB -y =2y,

=2+ (XD+2XE)(X3_XC_2XA) + (yD+ ZyE)(yB_yC— 2yA)

6

(a:xB—xc—ZxA

2
b= X, + 2xE
Posons 3
| c=Ys Y=,
2
\d=Yot 2y,
3

Ainsi,
Me (€)= x*+y*+(a-b)x+(c-dy=2+ab+cd

b.ME (&) = (x- L) 4 [y d=Cf

=2+ab+cd+

(b-a)+(d-c)
4

Olr(b—a)2+(d—c)2Jr (ab +cd) x 4

4 4
_b’+a+d*+*+2ab+2cd
4
(b+a)+(c+d)?
4
V(b +a) + (c + d)?
2 7
b-al2 d-c)2
Me (€ X - +ly - = x?
(&) = (- 222) 4 [y-4=<]
(€) est donc le cercle de centre Q( b-a ; d—c) et
derayonr. 2 2

>0

doncen posantr=

2.a.Comme2+(-1)+1=2=0et1+2=3=%0,les
barycentres G, et G, existent.
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b. Pour tout point M du plan, d'apreés la relation de
Chasles :

- 2MA - MB + MC = 2MG, + 2G A— G B+ G,C = 2MG,

-0
-/\71)3+2/WE:3/\762+G_27)+C7275:3/W62

=0
- Ainsi, M € (€) < 2MG, .3MG, = 12 < MG, . MG, = 2.
c. D'apres la relation de Chasles,
MG, .MG, = (MH +HG ) + (MH + HG))
=MH?+MH . (HG, + HG,) + HG, . HG,

O¢

=MH? - HG? ca {

=—HG
GG}

= MH, - 1

Par conséquent,

GG/
ME(%)@/VIG /VIG =2 MH*=2+

<> M est sur le cercle de centre H et de rayon

2
2+GG
\j 4

Problémes

69 Ligne de niveau: MA _

1.k<0;(€,) est'ensemble vide.
2.k=0:M€E(€) < MA=0.Donc € ={A}.
3.k=1.M€e€(€,) < MA=MB.Donc ¢ estla
médiatrice du segment [AB].

4.k>0etk=0.

a.Me (%k) < MA = kMB < MA? = kXMB?

b. 1+ (-k?) #0cark>0etk=1doncG existe et est

unique.

c. MA? - k*MB? = (MG + GAY? -
= (1 - KYMG? + 2MG . (GA -

K2(MG + GB)?

k2GB) + GA? — k2GB?

=0

Donc M€ (€)) = (1 - K)MG* = k’GB* - GA*.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

[¥i Produit scalaire et ligne de niveau

a. Pour tout point M du plan:

MA . MB = (MI + IAY . (MI + IB)
=MP+MI.(A+IB)+IA.IB”

= 0 car / milieu de [AB]
= MP - IA2
2 4
Ainsi, M€ (€,) < MA . MB =k

e MP=k+AB

b..-1° cas: k+AB >0;

4
(€,) est le cercle de centre | et de rayon Vk + Af .

AB?

.2°cas: k=- (€ ,) est réduit au point /.

AB?

.3°cas: k< - T; (%k) =@ (ensemble vide).

(] Prise d'initiative

a. G=bary{(A, 1), (I, 3)}; I =bary{(C, 2), (B, 1)}
donc G = bary{(A, 1), (C, 2), (B, 1)}.

b. On note G" milieu de [AB].

Alors : G = bary{(G, 2), (C, 2)} dapres la propriété
du barycentre partiel. Donc G milieu de (G'C) ;
donc G" € (CG). Or G” € (AB) par définition de G’,
donc G"=H; H est le milieu de [AB].

k’GB? - GA?

d.Me(‘é)@MG2 o k#1,k>0.
Ainsi : kGBZ—szA <0, (¢ ,) estl'ensemble vide
. k*GB* - GA? _
oS % >0, (€) est le cercle de centre
G et derayon %

e.AB=4cm.
«Pour k=0,5; G=bary{(A, 1), (B, -025)}

donc GA - 0,25@2 OetAG= 0,25 AB = lﬂi

1-0,25 3

Donc AG = %AB = % cm.

De méme, BG = gAB = ? cm.
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Barycentre de points pondérés n

5[0,

insi_[KGB" = GA” _
1-K2 1-0,25 3

(%05) est donc le cercle de centre G et de rayon % cm.

« Pour k=3 ; G=bary{(A, 1), (B, -9)}

— 9—> 09— 9
AG=—AB==AB.DoncAG==
donc 8 3 onc 5 cm

De méme, BG = %AB. Donc BG = % cm

Ainsi / kGB* - GA” _
1-k?

(€,) est donc le cercle de centre G et de rayon 1,5 cm.

=1,5>0.

£l Barycentre et aires
1.a. {aire(ABC) _h XZBC f

aire(AA'B) =

hxAB
2

donc 2ire(ABO) aire(ABC) _ h _ aire(AA'B) 8 A C

BC 2 AB
nc aire(AA'B) _ A'B
aire(ABC)  BC
b.A €[BClet A" =bary{B, AC), (C,A'B)}.
BA =AB «BC
En effet:

CT‘\)’ =£X C?

BC
BC &
_ AC
SOit A"CXBA'=-A'Bx CA’

doncﬂlﬁ':lf:—
AB

< ACxAB+ABXAC= 0.

aire(AA'B)

aire(ABC)

al.re(AA’C)>< BC.

aire(ABC)

% BO), ’alre(AAC)
0, (G €(ABO)

¢.Onsaitque A'B= x BC.

De la méme maniere, A'C =

aire(AA'B)
ire(ABC)

BC

re(ABC)

Donc A" =bary{(B, x BO)L

En multipliant parh— #0, parhomogénéité

du barycentre,on a:
A" =bary{(B, aire(AA"()), (C, aire(AA"B))}.

2. a. D’aprés le lemme des proportions, appliqué
dans les triangles AA’Cavec M€ [AA"],on a:
aire(AMC) _ MA'

aire(AAC)  pAA"

-19-

Ecrit dans le triangle AA’'Bavec M €[AA],ona:
aire(A'MB) _ MA'
aire(AAB)  AA"
Donc aire(AA'B) = ﬂalre(A’MA)
MA'

etaire(AA'C) = AA" aire(A'MCQ).
MA'

De plus, d'aprés le 1.:
A" =Dbary{(B, aire(AA"()), (C, aire(AA"B))} donc par
homogénéité : (A_A’¢ 0)

MA'
A" = bary{(B, aire(A"MQ)), (C, aire(A’MB))}.
De plus,
aire(MAB) = aire(ABA’)
aire(MAC) = aire(ACA") -

—aire(A’MB)
re(A’MC)

aire(MAB) = [AA' - 1) aire(A"MB)
MA'

aire(MAC) = (ﬂ - 1) aire(A’MQ).
MA'

Donc par homogénéité, (k = AA 1 4 0), on ale
résultat MA'

b. Méme raisonnement.

¢. « G=bary{(A, aire(BMC)), (C, aire(AMB)), (B, aire(AMC))}
= bary{(B’, aire(BMC) + aire(AMB)), (B, aire(AMC))}

donc G € (BB)).

+ G = bary{(A, aire(BMQ)), (B, aire(AMC)), (C, aire(AMB))}

G = bary{(A, aire(BMC()), (A", aire(AMC) + aire(AMB))}

donc G € (AA).

«AinsiG=(AA" )N

doncM=G.

(BB").OrM = (AA") N (BB")

il Centre d'inertie et barycentre

1.m =2xnx5x5x107

m, = 0,25m

m,=2xnx10°x5x 102 =n=4m..

On note / le centre d'inertie des plaques de masses
m, etm, etde centres O, et O,.Onaalors:

M0, + m0; = § = 4i0] +10;= 6 = 0]= 100,
2. m=nx9x1x8=72n
m,=nXx1x1x8=8m=9m,.

a./=bary{(O, ;72n), (O, ; -8m)}

Par exemple, a=72met 3 =-8m
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n Barycentre de points pondérés

b.90]-0,]=0<801=00,
@E:—lo_)o.
8

1 2

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

iZ Le croissant d'or

a. Le disque de centre O est la réunion du croissant
et du disque de centre O Dong, G est le barycentre
de (0, 1) et (O, -r).

Ona:r20_5’+(1 —rZ)O_G)=6.
)
O'(1-r;0)etO(0;0)doncG (7r; O).
1+r

b. La condition est réalisée lorsque I'abscisse de G
est:1-2r.

)
=1-2r=>r+r-1=0.
1+r
De plus, r est positif ; donc:r= ml -'2-\/5 .
1 2 V541 .
Remarque : —= = nombre d'or).
q PR 5 ( )
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E Trigonometrie

Activités d’introduction

Tangente a un cercle

On conjecture que mes ((jé\), O_>B) =2 mes (M/I), A_B>)

—

2. M€ (1) < 2 mes (AM, AO) =

< 2mes (AM, AB) + 2 mes (AB, AO) = . (1)
Le triangle OAB est isocéle car les segments [OA] et
[OB] sont des rayons du cercle.

D'oli : mes (OA, OB) = 11 — 2mes (AB, AO). (2)
Les égalités (1) et (2) entrainent :

mes ((74), T& =2 mes (/W’, AT?)

Formules d’addition
1. aﬂ/lﬁ)s(a) ; sin (a)) ; N(cos(b) ; sin(b)).
b. (OM, ON) = a - b.
c. OM. ON = OM x ON x cos(a - b) = cos(a - b)
OM.ON = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b).
2. a. cos(—b) = cos(b) et sin(- b) = - sin(b).

b. cos(a + b) = cos(a - (- b))
= cos(a)cos(- b) - sin(a) sin(- b)
= cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).

C. cos.(E b)—sm (b) etsm(— b)—cos(b)

d.sin(a - b—cosg— - )—cos( —a+b)
n

|
ol -ty -1

sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b).

a) sin(b)

sin(a + b) =cos(g —-(a+b) ) =cos(g —a—b)

= cos(g - a)cos(— b) - sin(g - a)sin(— b)

=sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

Mmesures de grandes distancﬁ.s

_DC_h _bc__h_

a.tan (B)_BC_}' b. tan (a)_AC_10+X'
c¢. h=xtan(B) eth=(10 + x)tan(c)

= h - 10tan(a).

tan (o)
.., h-10tan(a) . .
A|n5|h——an ) tan(B) qui donne:
h=-10 tan(a) tan(p)

tan(B) - tan (o)
On en déduit h = 55m.

y sin(a)sin(B) _ sin(a)sin(P)
sin(B-o) sin(B)cos(a) — cos(B)sin(cx)
sin(a )sin(B)
cos(a)sin(P) tan(a) tan(P)

sin(B)cos(a) — cos(PB)sin(cx) - tan(B) - tan (o)
cos(a)sin(B)

Llignes trigonomeétriques d’angles
moitié
1. a. cos(2x) = cos(x + x) = cos(x)cos(x) — sin(x)sin(x)
= cos%(x) — sin?(x).

b. cos(2x) =2 cos*(x) - 1 = cos(x) = \/@

car cos(x) > 0.

cos (2x) = 1 - 2sin2(x) <> sin(x) = 105X

carsin(x) > 0.
1+ cos(ﬂ) 141
2 3

z.a.cos(g):\/ sl

2 2
3
bcos(ﬁ 1+C;S(E)_ 1+7:\/m§
2 2
_3
etsm(i): 1_C§S(g)— 1 27 = 2;\5.
canft)- || 2 e

2 0 2 2
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E Trigonométrie

Savoir-faire

El a.(AC AB)=-o;b. (BA, AQ = a.—T;

—_—

¢. (CA. BA) = - .

—
—_—

ﬁﬁ:%;(wﬁ»:_%

_4n 8m._ 22m
3’3" 3°
ﬂa.xzy[Zn]car3—":2n—5—".
4 4
b.xs_ty[2n]car7?n—5?n¢k2n.
37m 25m
. 2 = —|-=—]#k2m.
C.XZy[2n] car 12 12) il
37m 191

dx=yl2 —=6m+—.
X = y[2n] car 3 Ll 3

10 a.x=%+k2n,keZ.

b.x:—%+k2n,kEZ.

A= cos(n + %) + ZCOS(% - n) + cos(2n - %)

A=—€+2(—€)+g=—\/§.

IE sinx)=1-0,36=0, 64.
m. . _
Or,xe [?n] = sin(x) =0, 8.

[E A= sin(x) + sin(x + 2?") + sin(x+ 4?” .

Enercices d’entrainement

Angles orientés
[ _1m. 13m, 25m

6 6 ' 6
20 a. b, c.ete.

—

21 a.mes(ﬁ@:%;b.mes(§@=—%;

c.mes(ﬁﬁ:—%;d.mes(ﬁm}:—é—".

—

m

2 La mesure principale de % est égale a 3 car:

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

. 2m\ _ 2n (21
sm(x + YN sm(x)cos(?) + cos(x) sm(?)
=- %sin(x) + gcos(x).
. 4m\ _ . 4m (4T
sm(x + YN sin(x) cos(?) + cos(x)sm(?)
=- lsin(x) - gcos(x).
D'ouA=0.

ma.S:{—%+k2n;%+k2naveckEZ}.
b.S:{g+k2n;23—”+k2naveckEZ}.
c.S={%+knaveckEZ}.
mS:]§+k2n;2?"+k2n[,kEZ.
18 a.gcos(x) —gsin(x) =1
n — sinl™ cin(x) =
@COS(Z)COS(X) sm(4)sm(x) 1
©cos(x+ﬂ):—1©x+£:n+k2n,kEZ.
4 4

S:{%T"+k2naveckez}.

b. On multiplie '¢quation par g Ainsi,
m_3m
X+—="+k2mkEZ
cos(x+%) = g 4 4
x+£:—3—n+k2n,ke Z
4 4

S={%+k2n;n+k2naveck€Z}.

m_19m Mgy T _3yons X,
3 3 3 3 3
Trois autres mesures:7—", —5?"et 2;—"

EE x:%+k2n,k€Z.

11n<x<12n©11n<%"+k2n<12n
4

37 41 37 1

8
k est un nombre entier, donc k = 5.

Ainsi,x=7—”+5x2n:ﬂ.
4 4
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Trigonométrie E

24 x:%+k2n,kEZ.

—4n<x<4n©—4n<%+k2n<4n

_49n <k2m 47"@—@<k<—7.
12 12 24 24
k est un nombre entier,donc-2 < k< 1.

Amsme{ 47n . 23m . m 2511}

127712 712 12

25 1.mes(7,?=—% +k2m ke Z.
2.a.mes (f—\v =TI

b.(G,-0) =@,V +7,-1).

==
mes (U, - v

—mesﬁ+mes(\7—ﬂ=—+n=—.

Donc mes (U, —\7) 6 My kon ke Z.

26 a-meS(U/,W)L%; b.mes(V,M:—g;

c.mes(—/ﬁ,\V)z—S?"; dmes(v,2L7)=—%,

e. mes (7, 3v) :%; f. mes (=30, 2v) = —5?".
H a. @)= @)+ V0 < 0= 0+ 7.
Ainsi, (V. 0) = — (@, ).

b.—0, V) =00 +@-V+v.0=n+@ -V +n

o —

=(d, - V).
Cov =0+ @v=n+@v.

b. mes (f@: 0

c. mes (2/4?), —B?)) =
—_—

d. mes (—/EﬁOMOB) =

e. mes @ =

f. mes (A_O>LY)>) =

29 a.mes(gjs_jzz?"' b.mes(57>B_C)>:—%'

c. mes (.WCT\) =I. d. mes (SA AB) 56".

)

P
—

30 a.mes(@)CD):n b. mes(D_B),ITL\)):%;

C. mes (DC CB) = 58" d. mes (BC,DA) = /T

-23-

E
b. mes (AD, AC) :§+ k2mkeZ,
mes (AC, AB) :—%+ k2m k € Z et
mes (/?D,,TB):ﬂ+k2n, keZ.
<D apres la relation de Chasles,
(AD,AE) = (AD,AB) + (AB,AE) et donc
mes (AD,AE) mes (AD,H?)) + mes (ﬁ?)ﬂ'))
=TT_T=o.

e
Ainsi mes (AD, AF) = k 211, k € Z.
d. Les points A, D et E sont alignés dans cet ordre.

b. mes (w 3;;
d. mes (BA CD) 0;

f.mes (AD, 0B) = 3:

EE a.mg@/ﬁ:—
c.mes(O_f\,A_C))=n;

e

e. mes (A_B>,D_C>):0;

EEl Pour construire le triangle, il est préférable de

connaitre une mesure de l'angle (BA, BO.
La relation de Chasles donne:

e e e

(BA,BO) = (BA,CA) + (CA,BO).
Ainsi, mes (BA, BC) = (BA,CA) + (CA,BC)
n_2n__m

3,3 3
Le triangle ABC est donc équilatéral.

Angles associés

EZ a. Faux: cos(m — a) = - cos(a).

b. Vrai.
c. Faux :tan (m-a) = - tan (o).
S a2 —p- T,

6 6
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E Trigonométrie

cos (5?" :—g, sin(s?" :%et tan(%):—g, sinz(%)_ 1—c;)s(%) ) 2_4\/5’5"1(%): %
b./m =4+ T 2-2
6 6 m

coS(E):‘ﬁ, sin (1 =—lettan(7_n):ﬁ. o (§) 2442

6 2 6 2 6 3 5 o
C.%Tﬂzn_% [E a. cos(u) cos?—z)
cos %T"):—g,sin(%T :gettan(%T" =-1 = ( )cos(2)+sm( 3 )S'”(%);
3o o)l B8
cos(%n =_Y< sm(sn)——ﬂettan(sf) 1. 5'”(?1) n(23n 2)
EE 1. cos¥(a +S|n( )=1< cos¥a)+ 0,16 =1. :sin(23")cos( )+C°S(23 )sm(ﬁ)
Ainsi cos(a :—\/Wcaroce]— n] donc cos(a) < 0. Sn(?g) gx %—(—%)x 72: \/71-\/3
2.a.cos(m—a)=+0,84; b.sin(M+a)=-0,4; o cos(7") cos(n _)__ (.:;_121 _ \/7;\/5
¢. cos(- o) =—+/0, 84; d.sin(?—a):—\/m; 5|n(7") Sm( _5_11) " _) e
e.tan (a ):—@' f.tan(n+a)=—@. 12 EL

04 04 C. cos(S—7T cos(n—ﬂ)=—cos(ﬂ):—ﬁ.
EX 1. cos?(a) + sin?(a) = 1©Sin2(a)+l=1. s 6 6 16 2
Ainsi sin(o. )——gcarae]—n ;—g], doncsin(a) < 0. Sm( 611) sin(n—%) :sin(%) —
2.a.sin(n—oc)=—ﬁ' b.cos(n+a)=%; m . sz( ) 1- cosz( ) 1- 1+\/_
“ sin(%—a)——? ~10-2V5 2V5 . ; O, sm( )>0 donc:
B A= cos (x) ; B=-2cos(x); . >
C=-cos(x) = sin(x) ; D = cos(x) — sin(x). sm(g) V10 42\/_
& E=0;F=0;G=0. bcos(—) 2cosz( ) 1—%.
AU 1. - cos(t) - cos(t) + cos(t) = — cos(t). \/7 V5
2. —sin(t) + sin(t) + sin(t) = sin(t). Sm(Zn) 2$|n(5)cos(5) 10-245 1+4
3. — cos(t) + cos(t) — cos(t) = — cos(t). _V10+ 2\/_
4
2 —5-1
Formules de transformation « cos(_) 2cosz( ") =
B cos| )= V2008 o ) 206, | )= 1-cosf) =1 - (PR
12 4 12 4 6+2V5 _ 10-2V5
tan(%z_g-"%. =1- 0 16
’ Doncsm(45") “1022\5.
n

B cos1)-- +C;’S(4):2+4ﬁ, oI ZET2 | dm) - 10245

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur
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Trigonométrie E

45 cos(3a) = cos(2a + a)
= cos(2a)cos(a) — sin(2a)sin(a)
= (2cos?*(a) — 1)cos(a) — 2sin(a)cos(a)sin(a)
= 4cos?(a) — 3cos(a).
sin(3a) = sin (2a + a) = sin (2a)cos(a) + cos(2a)sin(a)
= 2sin(a)cos(a)cos(a) + 1 — 2sin*(a)sin(a)

= 3sin(a) — 4 sin®(a).
A a. sin(a) = /0, 84 et tan (B) :g.
b. sin(2a + B =sin (2a)cos(B) + cos(2a)sin(p)

= 2sin(a)cos(a)cos(P) —

=210,84%0,4%0,6—

=0, 480,84 + 0, 544.
cos(o + 2B) = cos(a)cos(2pB) - sin (a)sin(2[)

= cos(a)(2cos?(B) — 1) — sin(a)2sin(B)cos(B)

=0,4%x(2%0,36-1)-+0,84%x2x%x0,8%0,6
=0,96+0,84-0,112.

(2cos?(a) - 1)sin(B)
(2x0,16-1)0, 8

X a. cos?(a) = 1+cos(2a) %, cos(a) = %,
sin(a) = g et tan (a) = /3.

5 14cos(2a) _
b. cos?(a) = 5 - 0, 6, cos(a) = -0, 6,

sin(a) =0, 4 et tan (a) = - \/@)

7 a.cos(2a) =2cos(a) - 1=2%(-0,6)2—1=-0,28;
=2 sin(a)cos(a) -1=2x%x(-0,8) x (-0, 6)
=0, 96.
Y=1-2sin*(a)=1-2x(0,2)?=0,92;
2x0,2x%x4/0,96 =0, 39.

sin(2a)

b. cos(2a

sin(2a) = 2 sin(a)cos(a) =

Equations trigonométriques
& a. ——et— b. ——et7—’T c.-3MeT
4 6 6 4 4

Nota : dans Ies exercices suivants, k est un nombre
entier relatif.

H a.S:{—%+k2n;%+k2n};
b.S:{£+k2n;5—"+k2n};
6 6

¢.S= {ﬂ+kn}.
4
Hl a.5= { +k2m; +k2n};
3 3

b.5={£+kzn;5_"+k2n};
6 6

—25-—

c.S:{5n+k2n
6

d.Sz{ 3 4 kom: ——+k2n}
4 4

;7n+k2n};
6

B a. sin(x) = i%,

5:{_ﬂ+k2n;—5—"+k2n;ﬂ+k2n;5—"+k2n}.
6 6 6 6
b. cos(x) =+ \/2§
S:{—ﬂ+k2n;—5—"+k2n;ﬂ+k2n;5—n+k2n}.
6 6 6 6

m2x=n+k2n©x=%+kn.
Dans[m;5n], S= {3" 5”,7H,9H}-

2 2 2 2

13”+k211

15
x—z—nzn—ﬂ+k2n X= 22—"+k2n.
3 5 15

Dans[—2n;2n],5={_8_";_1711; 13m . 2211}'
15 1515 15

B a. cos(3x) = cos(m - x).

3x=nm-x+k2n x=T4 kI
< 4 2
3x=-m+x+k2n x=—%+kn
Dans[-2m; ],
5:{_7_11._5_"._3_"._£.£.3_n._3_n._£.£}
4" 4" 4" 4'4"4" 2" 2"2)

b. sin(2x + %) =sin(-x).

2+ =—x+k2n x=-T_4 k0
4 = 12 3

2X + %:n+x+k2n

Dans [477: 6] 5={19n.55n,63n,71n}
7 7 4 7 12 ’ 12 s 12 .

C. cos %— 3x) = cos(2x).

_3n 22+ k2m.
4

M _3x=2x+k2n x=TL 4 21
2 = 10 5
T _3x=—2x+k2m x=T 42k
2 2
5= { F k2T, "+2kn}

10 5 2

H a.A= 49, A > 0, donc deux racines, X = —% et
X =-4.
2

b.S :{ 3 Ay 2k 3 +2kn}
S,= @,car—1 < coslx) < 1.
cS—;.
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57 cos(x) = % oucos(x)=-1,doncS = {g n}.

V3

TSin(X) =

V2
2
= cos(3)cos( )+sm(3)sm( )—cos(%)

58 a.%cos(x) +

= cos(x - %) = cos(%)

VI

@\/_ 2 Ghzy =2

cos(3x) ——ssin —_—
2 2

= cos(3x + —) = cos( 3;)

3x+£:3—
= 4 4
n

] a. cos(x)

cos(y) + sin (x)sin(y)
= cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)
< 2sin(x

(x)sin(y) =

b.x=0+kn etyquelconque ouy=0+km
et x quelconque.

i a. cos(2 X —) = cos(7") = g
b. cos(2x) = cos(z)

="y kom
= 4 =
2x:—%+k2n

x=Tqkn
8
x=-T4+km.
8

Babila a oublié de diviser k2m par 2.
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Inéquations trigonométriques

[E a.

T\
S
b.
e
0 V2
2
N
6

[F a.S= [—E ;ﬂ] modulo 2m.
3 3

w3

b.s=|T. Bl modulo 2m.

i
N

c¢.S= [3" 5" modulo 2m.

3_n/
>

4 /_72
e

4

|—\
/ w
o=

N
._/

NPVAN
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Trigonométrie H

d.S= ]5—"; m[ modulo 2.
6 6

om 1 n
6 2 6
/ 0
e.S= ]" 2"[ ]3",5—" modulo 2.
o i
3
0
& /
3

5m

4

64 sin(x) = cos(x) < x= % + k.

sin(x) — cos(x) < 0 = sin(x) < cos(x)

Donc S = [—3—" ; ﬂ] modulo 2m.
44

Se tester

[ 1.vrai ;2.Vrai; 3. Faux; 4. Vrai; 5. Vrai ; 6. Faux.

(£ 1.Vrai. Les points sont alignés et A est entre Bet C.

2. Faux. cos(g + x) = cos(%) cos(x) - sin(g) sin(x)

_1 _V3 .
= 2cos(x) 5 sin(x)

67 ]2" 4"[modulo 2m.

[ a.sin 1 (sm(x —ﬂ)(sm +Q)
2 2
b. m 3m 5w 7n
O 4 4 4 T
. | |
sm(x)—T -0 + 0 _ _
. 2
sm(x)+% + + 0 - 0 +
| |
h [ -0+o-0+0-
c.S= [0 ﬂ] 3. 5” [7" 271].
66 Il 21 4n 5n
O 3 3 3 3 1
1 - 2cos(x) - (I) + + (I) -
0,5 + cos(x) + + 0 0 + +
-0+ 0 -0+ 0 -
s=Josl o 2m anf o, o]
"3l 7133 3

:
g

4, Faux.S= {%+ kn}.

-27 -

3.Vrai.S = {— Iy okm: Ty 2kn}.
4 4

il 1.b.+2.b.+3.c.-4.c.+5.b.
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E Trigonométrie

—_
il 1. c.En effet (AB, AC) est de sens indirect.

COS(Z?TT .

3.b. X— sin(x) Léquation s‘écrit X> + X-2=0.
Elle a deux solutions: -2 et 1.
=—2 qui est impossible ou sin(x) = 1.

2.b. 0 7" =1+ 27, Ainsi, cos(7")
5 5

Ainsi on a sin(x)

4, c. Le maximum de la fonction cosinus étant égal
a 1, 'équation donnée implique que cos(x) = 1 et
cos(3x) =1.

S={0+ k2m}

exercices d'approfondissement

iZ Droites paralléles, perpendiculaires

mes (u,, u,) =mes(u,, u)+mes(u, u,)
__m_6m_
7 7
Ainsi, (D,) //(D,).
mes (U, U,) =mes (U, u,) +mes(u,, u,)
7 14 14 2

Ainsi, (D,) L (D,).

2

% Une formule de transformation

p+q _p-q

2 2 2 2

Ainsi :

sin(p) = sin(p ‘5 q)cos(p ; q) + sin(p ; q)cos(p ; q)
et

sin(q) = sin(p ‘5 q)cos(p ; q) - sin(p ; q)cos(p ; q).
En additionnant les deux égalités, on obtient :

= Zsin(p ; q)cos(p ; q).

2sin(2x)cos(x) ;

sin(p) + sin(q)

b. sin(x) + sin(3x) =
sin(2x) + sin(4x) = 2sin(3x)cos(x).

C. sin(x) + sin (2x) + sin(3x) + sin(4x)

= 2sin(2x)cos(x) + 2sin(3x)cos(x) (résultats du b.)
= 2[sin(2x) + sin(3x)]cos(x)

= 2[5|n(5X cos )]cos (x).

Lensemble des solutions de I'¢quation est donc :

S:{£+kn;n+4kn;—n+4kn;2k";—2k"+4k"}.
2 5 5 5

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

| S~—

o |3

iZ! Une équation du troisieme degré
1.a.2¢-17X+7X+8=0.
b. On conjecture que X,=1est solution de (E).
Eneffet, 2 x 13-17x12+7%x1+8=0.
. (X=1)(2X*-15X-8).
d. Trois racines : X, =1, X, = —let X,=8.
2

2.+ sin(x) = 1 a pour solutions x:g+ 2km;
«sin(x) = —% a pour solutions x = —%+ 2kmou
x=-21"4 2km;

6
« sin(x) = 8 n'a pas de solution.

Finalement, S = { +2km: Ly 2k ——+2kn}
2 6 6

2 Une égalité
a. cos(3x) =4 cos’(x) — 3 cos(x)
sin(3x) = 3 sin(x) — 4sin3(x).
sin(3x) cos(3x)  sin(3x) — cos(3x)
* sin(x) ~ cos(x) —  sin(x)cos(x)
[3sin(x) — 4 sin(x)]cos(x) —[(4 cos*(x) — 3cos(x)]sin(x)

sin(x)cos(x)
3sin(x)cos(x) — 4sin(x)cos(x) — 4cos*(x)sin(x) + 3cos(x)sin(x)
- sin(x)cos(x)
— 4sin (x)cos(x)[sin?(x) + cos?(x)]
sin(x)cos(x)

6sin(x)cos(x)

=2.
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Trigonométrie E

iZd Triangle équilatéral inscrit dans un carré

a.
A
6_
5
. D N C
3
2 |
M
1
1 A B
1 1 0 1 1 1 1 1 1 I>
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
_‘|_
-2

On conjecture que CM est égale a 0,7 fois le coté du
carré.

b.C(M=x.AB=a.

Dans le triangle AMB, AM? = AB? + MB* = @* + (a - x)*.
Dans le triangle CMN, MN? = CM? + CN? = 2CM?* =2 X%
Ainsi, >+ (a-x)>=2 x> = x>+ 2ax - 2a*=0.

Le discriminant de cette équation est égal a 12a°.
L'équation a donc deux racines :

-2a+V12a?

x1=f:a(—1 ++/3) et
2:_20+ ”2“2:0(_1 -\3).

X, est négative et ne peut étre une longueur, la seule
solution est donc x,.
¢. Dans le triangle AMB :

AB=a,BM=a-a(-1++3)=a2-3),

AM =x\2=a(-1+ 32 =a(6 - 2).
De plus, mes BAM = mes BAD — mes MAN — mes NAD
_ T
12 A
—| =sin(BAM
sm( ) sin( )= M \/6—\/7
_Q-V3(/B+\2 _ VB2

4

4

cos|- 1 cos(BAM) = \/_+\/_
3=

M V6-v2 4

iZi Equation trigonométrique

On pose X = sin(x).
On obtient: - 2X*+ X+ 6=0.

Cette équation a deux solutions : — %et 2.

-29-

Ces deux nombres ne sont pasdans|[—-1; 1],
I'équation de départ n'a donc pas de solution.

i Une suite de doubles

sin(4x) _ 2sin(2x)cos(2X)  4sin(x)cos(x)cos(2x)
“4sin(x)  4sin(x) 4sin(x)
sin(8x) 25in(4x)cos(4x)_ sin(4x) cos(4 x)
“8sin(x)  8sin(x)  4sin(x) )
Le résultat du a. permet de conclure.
_ sin(16x)
€. cos(x)cos(2x)cos(4x)cos(8x) = 165i(X)

Méme démonstration que pour le b. en remarquant
que 16x =2 X 8x.

d. Pour tout nombre entier naturel n > 1
sin(2"*'x)

2"+sin(x)

E£ Construction de points

€os(x)cos(2x)....cos(2"x) =

—_ —_— T

2.a. mes(BA, BE) = mes (BA, AC) + mes (AC, CD)
Q
+ mes (CD, BE)

__ M i 19m_5m_3m-76nm-5m _ _78m
4 312 12 12
n
——611—2.

Ainsi, les droites (AB) et (BE) sont perpendiculaires.

b. Le point E est donc le point d'intersection de la droite
(AC) et de la perpendiculaire a (AB) passant par B.

(Il Ensembles de points
a. A B

1 1
L @
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E Trigonométrie

b. sinx)=1a poursolutionsx:%+ 2km;

. 1 .
sin(x) = Ea pour solutions x = g + km

A B oux= 5?" + 2km. On retrouve bien les solutions du 1.

[E Mesures d'angles orientés

== T 7N —_ n
a. mes(CA, CD) =2 t3= 1—; b. mes(CD, DA) = - o
N 311 = T
C. c. mes (BC, CA) = R d. mes(AB, CD) = ﬁ;
T 21 == 71
e. mes (BC, DB) = ER f. mes(AD, BC) =5
A B [ Plusieurs méthodes de résolution

Méthode 1

NORMAL FLOTT AUTOD REEL RAD MP rl

d. A B ]

4 [\
o . J//\b/ \Bz

(1] Equation trigonométrique

EN

1.0et % Méthode 2

2. a. sin(x) + cos(x) = sin(x) + V1 - sin’(x). a. cos(x) = sin(2 x) < cos(x) = 2sin(x)cos(x)
b. X appartient a l'intervalle [-1; 1]. < cos(x)(2 sin(x) = 1) = 0.
(5©sin(x)+\/1—sin2(x)=1©X+m:1. momom o5

Ainsi A1 —X=1-X b= {3356 =5

¢. En élevant au carré et en réduisant I'équation, on Méthode 3

obtientT:TZ)(2 —2X=0qui a pour solutions 0 et 1. a. cos(x) = sin(2x) <= cos(x) = cos( -2 x)
d.S:{E}' x=1 -2 x+ 2km x:£+—
3.5={0}. o) 2 o) 0 3
4J={0+Mﬂrg+2hq. X=—E~24+2h7 X=—3+2ht
5. Il suffit de multiplier I'équation (E) par —-. On retrouve les solutions de la méthode 2.

(F) = cos(x - E) = cos(ﬂ).
4 4 5 Droites paralléles, perpendiculaires
(E') a le méme ensemble de solutions que (E).

a.b.c
(F Calcul formel F
nn s5n E
1.a.5= {6 2% } i
b 5_{_11_"._3_" g sm) 5
T 6 ' 6 '6'2"6)
2.0n poseX sm Lequatlon s‘écrit: -
2% -3X+1=0. : 6
Cette nouvelle équation a deux solutions : 1 et —. A B

2
Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -30-



Trigonométrie E

/>
d. - mes (CD AE) = «mes (CF, AE) =0.
Les droites (CD) et (AE) sont perpendiculaires.
Les droites (CF) et (AE) sont paralléles.

[l Une fractionden
a. On teste quelques valeurs de n telles que

os[ ] =, 21LE0)

16 .On trouven=12.

b. cos(2x) = 2cos?(x) — 1 :2><2M+—2\/§)_1 =
—cos(ﬂ) 16
= o)

c. Ainsi, 2x= —Dou x—l

T 6 12

[¥] Une inéquation du second degré
a./le[-1;1L.(F):2X-3X+1<0.

1
b. (E') a pour solution S = 5; 11.

. cos(x) = 1 a pour solutions x =0 + 2k ;

1 .
cos(x) = ~ apour solutions :

V3
2

x=£+2krroux=5—n+2kn.
3 3
m 5n
0 3 3 21
cos(x) -1 (I) - - - (I)
1
COS(X)—E + (l) + (l) - |+
B | 0 -0 -0+0-
. mn 5n
A|n5|,5—[0,3]u[3 ,211[.
Inéquation quotient
1-cos(x) >0car—1<coslx) < 1.

Ainsi le quotient est du signe de 0, 5 + cos(x).

0, 5 + cos(x )<0©xe]23n 43"[modulo 2.

T Une rotation

a.x=rcos(a), y =rsin(a).

o X'= cos(%)rcos (o) - sin(%)rsin (o)
y'= sin(%)rcos(oc) + cos(g)rsin (o)
x'= rcos(a + g)

y'= rsin(a + g)

=
c.mes (O, OM) =a. +—.

-31-

fll Charge d'une batterie : .
a. 124/2sin (1)>12 < sin(t)> —= < sin(t)> —2.
b V2 2

3n n
4 | TN\.4
V2

]n 3n

Xl Une équation du second degré

1.a.(E)<i>§x2 V2 x —g

={1-v2;1+2}.
\/§x—l=0©x2—

=0=x*-2x-1=0.

2V3x-1=0.

b. (E) = lXZ—

S:{2+\/%;—2+\/§}.2
2.A=45sin%(a) + 4 cos*(a) =4.
A >0, (E) a donc deux solutions.
sin(a) +1 }

cos(a)

7

_ {Sin(a) -1

cos(a)

EE Alignement?

On peut conjecturer avec GeoGebra que la distance
x=AM=1,19.
\2

Dans le triangle ACE, AE = CE = bR
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E Trigonométrie

Dans le triangle ABD,

BD= 3sm(?—2 3cos(12) 3cos 131 2) 3:‘/_ +43)
AD=3 cos(?z) 3 sm(u) 3sm(g 2)
= %(—1 +3)

Le théoréme de Thalés donne:
ME CE X AE CE

MDD~ BD = x+AD~ BD
_CExXAD+AExBD  CE(AD + BD)

BD - CE ~ BD-CE
3\/6 1,19
T14+337 T
Problémes
[ Théoréme de Ptolémée
a.etd. f
B
c
B
(04
A 0 D

. DC AC
b. sin(a) = D et cos(a) = D
DC = AD sin(a) et AC = AD cos(a).

. BD AB
c.sin(B) = ADet cos(P) = D

BD = AD sin(B) et AB = AD cos(p).
e. Le triangle HOC est isocele en O donc
mesHOC = % mesBOC.

Les angles BAC et BOC interceptent le méme arc,

donc mesBAC = % mesBOC.
Ainsi, mesHOC = mesBAC = B-oa.
f. Dans le triangle HOC, rectangle en H,

1
—BC
—~  HC 2 BC
sin(HOC) = oc - lAD—AD.
2

g. sin(B — a) = sin(B)cos(a) — cos(B)sin(c). Ainsi
BC BD AC AB DC

AD ~ AD “AD ~ AD * AD"

En multipliant par AD? on obtient I'égalité traduisant

le théoréme de Ptolémée.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

fE Logique

C'est la troisieme affirmation qui est vraie.
En effet,ona:

cos(2a) = 2cos(a) < 2 cos’(a) — 1 = 2cos(a).

On pose X = cos(a).

L'équation s'écritalors 2 X>-2X-1=0.

—3 etX = 1+43
2 2 2

cos(a) = X, n'a pas de solution car X >1.

. 1
Elle a deux solutions X =

Lensemble des nombres a tels que cos(a) = ﬂ
sont les solutions de I'équation de départ.
] Distance maximale

P 9,P-4 P+tq p-q
1.p= > etg= > Ty
Ainsi,

— P-q P-q\. (PtQq
cos(p) = cos( )cos( ) sm( > )sm ( > )
et
cos(q) = cos(p * q)cos(p q) + sm( )sm (p * q)'

En additionnant les deux égalités, on obtient :

cos(p)+cos(q):2cos(p q)cos(p q)

2. a. Le triangle de sommets A et M et dont le milieu
de I'hypoténuse est le point O est rectangle en A car
il est inscrit dans un cercle et un de ses c6tés est un

MA
diameétre du cercle. Ainsi cos(AMO) = cos(a) = R
On démontre de méme que MB = 2 Rcos([3).

b. MA + MB = 2R(cos(c) + cos())
=2R cos( 5 B)cos( B)

3. Les angles inscrits dans un cercle qui interceptent
le méme/a\rc sont de méme mesure. C'est le cas des
angles AMB qui ont donc tous pour mesure o. + 3
quelle que soit la position du point M.

4. D’apres la question 2.b., la variation de MA + MB

ne dépend donc plus que de cos( ) qui est
maximal s'il est égal a 1.

5. cos(TB) =1< o=
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Trigonométrie E

b. Triangle ABC:

—~ 21m —~~ 21 —~~ T
mesABC = 5 5 et mesBAC = 5
Triangle ABD:
mes/ﬁB\D = % mesl-fé\T) = % et mes/@ = 3?11
Trlangle BDC
mesBDC = = E et mesBCD = 2—"

5

¢. Les tria ngles ADB et DCB sont respectivement
isocelesen DetenB.

d. Dans le triangle ADB, le point H est |la hauteur
issue de D. Dans le triangle HBD, on a :

1
BH 248 AB.
BD ~ BC  2x
AB = 2XCOS(§).
e. On procéde de maniére identique dans le triangle

BKC pour obtenir: CD = 2XCOS(2?H).

cos(HBD)

f. BC = BD = AD (triangles isoceles).

2
BC=AD=AB-(D < x= 2xcos( ) 2 xcos( n)
2m 1 >
5 ) 2’
Les triangles ABC et BCD ont leurs angles de méme
mesure, ils sont donc semblables.

AB  BC
Ainsi : BC= D Onaalors:

ABX(CD=BC < 2XCOS(E) X 2xcos(2?n) = X

v cosDeos 2 =1

Ainsi cos(g) cos(

g.(a+b) - (a-b)*=(a?+2ab+ b)) - (a* - 2ab + b?)
=4 ab.

v o2+ o2 -l - con 2

-scofll

osfg) +cost S = (3 +axg =2

Ainsi cos(g | + cos(z?n) = g

ol ol coffrof %)

< 2cos( ) —(1++/5). D'ou, cos(g) = 1(1 +/5).

- cos()- cos(s) )+ cos{Z) + cosf 2 = -1+ 2
N 2cos( - =%( 1+15).
Dot cos(z?) E %(— 1+45).

X! Droite de Simson

_— e
1. Les angles (CA, CB) et (DA, DB) sont inscrits dans
le cercle et interceptent le méme arc. Ils sont donc
égaux a la moitié de I'angle au centre qui intercepte
le méme arc.

N T
Ainsi 2(CA, CB) = 2(DA, DB).

2. a. Les triangles CQM et CRM sont respectivement
rectangles en Q et R. Ils ont la méme hypoténuse
et sont donc inscrits dans le méme cercle. Ainsi les
points C, Q, R et M sont cocycliques.

D'ots 2(RM, RQ) = 2(CM, CQ).

b. c. Démonstrations analogues au a.
— T~

= = — —
d. 2(RP, RQ) = 2(RP, RM) + 2(RM, RQ)

— 2(RM, RP) + 2(RM, RQ)

—_— . T

— 2(AM, AP) + 2(CM, CQ)
= - 2(AM, AB) + 2(CM, CB) = 0.

Ainsi les points R, P et Q sont alignés.
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B Géometrie analytique du plan

Activités d’introduction

Uecteur normal a une droite
l.et2.a.etc.

= AN W B~ U

\ 4

-

2.b. m6 ;4) et M/T(x + 3, y) sont colinéaires si, et
seulement si, 6y — 4(x+ 3) =0d'ou -4x+ 6y - 12 =0.
(AB) a pour équation -2x+ 3y -6 =0.

€. n(=2;3).n+u=-2x3+3x2=0.

Donc n et u sont orthogonaux.

X=-3+t
3.a. M(x; ) € (AB) = {y: »

b. AM(=3 + 3t-(=3) ; 2t — 0) donc AM (3t; 2t) et n (-2 ; 3).
Ainsi AM+n =3t x (<2) + 2t x 3 =0.
Donc AM et n'sont orthogonaux.

avecte R

4. a. U_n) vecteur non nul n est dit normal & une droite
(2) si n est orthogonal a tout vecteur directeur de (2).

b. Il en existe une infinité (tous ceux qui sont non nuls
et colinéaires avec n). Par exemple n' (-4;6) et n" (2;
-3).

Droite définie par un point
et un vecteur normal
1.a.0n venﬁefaalementqueAB n=0, queA_)_) 0
etqueAE n=0.
b. On constate que les points A, B, C et E sont alignés.
¢ AMen=0< (x—1)X3 +(y-2)x(-2)=0

< 3x-2y+1=0.

d.3x-2y+1=0estl'équation d' une d droite : la droite

(AB). EIIe a pour vecteur directeur AB( 2 ; -3) donc
aussi U = BA(2 3).

2.a. AB-n'=-2x (-6) + (-3) x4=0.Donc n'est un
vecteur normal a la droite (AB).
b. AM+n'=0<> (x—1)X (=6) + (y—2) x4 =0

< -6x+4y-2=0

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

< -23x+2y-1)=0
<3x+2y-1=0.

Il s'agit bien de la méme droite.

Dlstance d'un point a une droite
1.a. n(1 2) est un vecteur normal a (2)

et||n]| = VIZ+ 22 =+5.

i B . .
Ainsi, v= E n est un vecteur unitaire et normal a (2).

1 2
"5 )
b. AB-v= AH -v'= ||AH]| x ||v[|=AH x 1 = AH (car AH
etv sont colinéaires et de méme sens).
c. H(=2;3).
2

d./@)-7=8><\/1_+1><\/_ \/——Zx/_doncAH 215.

5
2.a. HA+n=(x,~x)xa+(y,~y,)xb
=ax,+by,—ax,-by,
=ax,+by,tc
car H e (d) donc ax,+ byH+ c=0
donc-ax,-by,=c

b. HA «n = + HA x ||n]| car HA et n sont colinéaires.

= HA X ||n]].
A= [HA=] _ lax,+by,+
) [[n] Va’ + b?

Equation paramétrique d'un cercle

1. 0n conjecture que le point M décrit le cercle A(1; 2)
et de rayon 2. On conjecture que le point N décrit le
cercle de centre A(1; -2) et de rayon 4.
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Géométrie analytique du plan B

2.a. Aﬁ(Zcos(t) ; 2sin(t)) et AN(4cos(t) ; 4sin(t)).
b. AM =+/(2cos(t))? + (2sin(t))? = V4(cos’t + sin’t)
=\4=2.

De méme, AN = 4.

Savoir-faire

M(x;y); (D) dg’signe la droite passant par A et de
vecteur normal n.

B Me(@)<AM-n=0
< X+1)x3+(y-5x%x(-2)=0
<3x+3-2y+10=0
<3x-2y+13=0.

Une équation cartésienne de () est: 3x— 2y + 13 =0.

—

B Me(@) «AM-n =

y
= (x-3)x 3

+(y-0) x %:0
4

7
©3x—7+5y—0

=15 X%X—15x7+15 X%y:O.

< 35x- 105+ 12y =0.

Une équation cartésienne de (2) est :
35x+12y-105=0.

—

3 Me (@) «AM.n =0
< X-1)x0+(y+1)x6=0
< 6y+6=0
<y+1=0.

Une équation cartésienne de () est:y =-1.

(7] M(x;y)
-(h) déﬂne la hauteur issue de A, de vecteur
normal BC.
Me (h,) < AM+BC=0
SX-T)X(1-7)+(y-4)x(-2-2)=0
< -6(x-1)-4(y-4)=0
< -6x+6-4y+16=0
< 6b6x+4y-22=0
< 3x+2y-11=0.
Une équation cartésienne de (h1) est:3x+2y-11=0.

- (h) déﬂne la hauteur issue de B, de vecteur

normal AC.

Me (h) < BM-AC=0
SX-7)x(1-1N+({y-2)x(-2-4)=0
< 0x-7)-6(y—-2)=0
sSy=2

—-35-—

¢. AM =2 < M appartient au cercle de centre A et de
rayon 2.

AN = 4 < N appartient au cercle de centre A et de
rayon 4.

Une équation cartésienne de (h,) est:y = 2.

- (h) déﬂne la hauteur issue de C, de vecteur

normal AB.

ME (h,) < CM-AB=0.
Ssxk-1NT7-1+{y+2)(2-4)=0
<6(x-1)-2(y+2)=0
< 6bx-6-2y-4=0
< 3x-y-5=0.

Une équation cartésienne de (h,) est:3x-y-5=0.

E1 (2) d'équation 3x+y -7 = 0 a pour vecteur
normal 7(3 ;1) et vecteur directeur;(1 ;=3).
Mx:y)EQD) = AM-u=0
S KX-0XxT+(y-1)x
< x-3y+3=0.
Une équation cartésienne de (A) est: x—3y+ 3 =0.

(-3)=0

11 (d) a pour équation normale :
3 4 1

- +
N N e N

=0

.3 4 1
Soit X~ 5y+ s =0.

B 0 , 2 .
V1 + 62 \/1+62y V1 + 62
1 6 2
BB TR

[E AB(6-0;-2—-3)s0itAB(6;-5)

AB est un vecteur directeur de (AB), donc F(S ;6) est
un vecteur normal de la droite (AB).

||nl| = V25 + 36 = V61. s 6
Un vecteur unitaire normal de (AB) est n’ (ﬁ’ﬁ)

M(x;y);
ME (AB) < AM «n' =0

Soit =0.

5 6
©(X_O)Xﬁ+(y_3)xﬁ:0
5 6 18

©\/6_1X+\/ﬁy_\/ﬁ:0

Une équation normale de (AB) est :
5 6 18

er Ve Ve
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B Géométrie analytique du plan

Xx=15+ 2 cos(t)
14 {y: 1+ 2sin(t)

E R=0A=V(3+2)?+(-1)2=26.
x =2+ /26 cos(t)
{y=1 +126 sin(t)

,avecteR.

,avectER.

Enercices d’entrainement

Othogonalité et droites

iEl - Droite (AB) : vecteur directeur u (-4 ; -2) ;
vecteur normal H)(Z i =4).

« Droite (AC) : vecteur directeurﬁ(z ;=5);
vecteur normal F(S :2).

i a.

BD)

Y

AQ)

—

b. Droite (AB) : vecteur directeur u(3; 1) ;

—

vecteur normal n(1; -3).

—

Droite (AC):  vecteur directeur u(-3; 3);

vecteur normal n(3; 3).

Droite (AD) : vecteur directeur u(3;-2);

—

vecteur normal n(2; 3).

—

Droite (BD):  vecteur directeur u(0; -3);

—

vecteur normal n(3; 0).

IE a. Vecteurs normauxde (d) :E (5:;-2)
n,(-5;2)
Vecteurs directeurs de (d.) :Z (2:5)
u,(=2;-5)
b. Mé ; - (l ) (1,
. Mémes notations n, 7 ;3] et n, > ;=3
— 1 — 1
u, (3,—5) etu, (— E)
¢. Mémes notations n, (1;0) etQ; (-1;0)
u, (0;1) et u, 0;-1.
d. Mémes notations n, (0;1)et n, 0;-1)
u (1;0)etu, (-1;0).

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

I 3 +3y2-6x+6y-42=0
<302 -2) +3(y* + 2y) =42
< 3(x-12-3+3(y+1)7?-3=42
< 3(x-1)*+3(y+1)*=48
< (xX=-12+(y+1)2=16.
Centre Q(1;-1), rayon R=+16=4.
Représentation paramétrique :
x=1+4 cos(t)
{y: -1 +4sin(t)

,avectER.

H (d) passe par B(1; —4), a pour vecteur normal
3;2).

n(
(g’) passe par A(—4; -3), a pour vecteur normal
n(1;5).

Fil (d) a pour vecteur normal n (4 ; 6) ;

@)’)_a) pour vecteur normal 57(3 i=2);
nen=4x3+6x(-2)=12-12=0.
(d) et (d') sont perpendiculaires.

B (d) a pour vecteur directe_u)r u(6;-4).

(d) a pour vecteur directeur v’ (3 ; -2).
dét(u,u)=6x(-2)-3x(-4)=-12+12=0
donc (d) et (d') sont paralléles.

cartésiennes ne sont pas proportionnelles.
2(2x+3y-7)=2%x0< 4x+6y-14=0.

EE (d) a pour vecteur directe_)urﬂli; 1).

(d") a pour vecteur directeur u'=AB (6 ; —18).
U-U=3x6+1x(-18)=0

donc (d) et (d') sont perpendiculaires.

24N

a pour vecteur directeurU)(1 :3).
our vecteur directeur u' (6 ; -2).

—_~
Q
QO

I o =

i3 a.(d)a pourvecteurdire(leurﬁﬁ ;a).
(d,) a pour vecteur directeur u, (-2; 3).

(d) est perpendiculaire a (d,) si et seulement i,
Ueu =0 1x(-2)+ax(-3)=0

< -2-3a=0
2

<>d=-7.

|

b. (d,) a pour vecteur directeura)2 (3;-2).

soit1><(—2)—a><3:0®—2—3g=0

<>d=-7.

3

-36-

(d) et (d") ne sont pas confondues car leurs équations

6 -6 =0, donc (d) et (d') sont perpendiculaires.

(d) est paralléle a (d,) si et seulement si dét (Uj U;) =0



Géométrie analytique du plan B

i (d)a pour vecteur normal ﬁ(z :=1).

n est un vecteur directeur de (A) perpendiculaire a (d).
Représentation paramétrique de (4) :

x=1+2t

{y=4—t

,avectER.

B M (x;y).
ME (D) =AM -n=0
S X-3)xT+(y-4)x%x(-3)=0
<x-3-3y+12=0
< Xx-3y+9=0
équation cartésienne de (9).

I a.BC(-2;-2).
(d) : droite passant par A, de vecteur normal BC.
M(x;y);
Me (d) < AM-BC=0
< (x-3)%(-2)+ (y-0) x
< -2X+6-2y=0
< x+y-3=0.
b.CD (-2 ;-6).
(d') : droite passant par B, de vecteur normal CD.
ME (d) <> BM-CD =0
< (X-1)X%(-2)+(y—-4) x
< -2X+2-6y+24=0
< -2x-6y+26=0
< x+3y-13=0.

(-2)=0

(~6) =0

& (2)a pourvecteurnormalﬁ)ﬁ ; —4)

|nl| = VT+ 16 =17.

3 . 3
Donc—= n et ——== n sont deux vecteurs normaux a
V17 V17

(2) de norme 3.
"7 17 2\\7"\"7"

Ell Coordonnées des différents points :
E(5;1),F(1;5),G(6;10),H(16;10) et /(19; 1).

e

a.(EF): ETVI>(X—5;y1);E (-4;4);
dét (EM, EF) =0 < 4 (x—5) - (~4)(y- 1) =0
< 4x-20+4y-4=0
< 4x+4y-24=0
< Xx+y-6=0.
(FG): FG(5;5); FM(x—1;y~-5).
M€ (FG) <> dét (FM, FG) = 0
< (xX=1)X5-5%(y-5)=0
<x-1-y+5=0
< x-y+4=0.

-37-

(GH): GH(10;0); GM (x—6; y - 10).
(GM) droite horizontale d'équation y = 10.
(

—_—

HI): HI(3;-9) ; HM (x - 16 ; y — 10).
ME (HI) < dét (HM, Hi) = 0

< -9x-16)-3(y-10)=0

< 3x-48+y-10=0

< 3x+y-58=0.
Les vecteurs directeurs sont tous non perpendi-
culaires deux a deux, donc il n'y a pas de droites
paralleles.

EF+FG=-4X5+4x5=0.
(EF) et (FG) sont perpendiculaires.
b. La nouvelle trajectoire est (HJ) avec HJ colinéaire
a EF.
Ja pour coordonnées (19 y), Hi (3 ;y—10).
det (HJ, EF) =0 < 3x4—(y—10) x (-4) =0
< 12+4y-40=0
< 4y-28=0
sy=7.
Ja pour coordonnées (19 ; 7).

Ell a.AB(1;-4) et AC (-5 ; -6).

dét (AB, AC) = 1 X (-6) - (~4) X (~5)
=-6-20
=-26.

dét (AB, AQ) = 0. Les vecteurs AB et AC ne sont pas
colinéaires, les points A, B et C ne sont pas alignés.

b. (h,) : hauteur issue de A.

(hB):hauteurissue de B.

(hc):hauteurissue de C.

Mx;y);

Me (h) < AM+BC=0
< (x-3) % (-6) + (y-5) %
< -6x+18-2y+10=0
< 6x+2y-28=0
<3x+y-14=0.

Meh) < BM-AC=0
= Kx-4)(=5)+(-1)(-6)=0
< —5x+20-6y+6=0
< -5X—-6y+26=0
< 5x+6y—-26=0.

Me(h) < CM-AB=0
SX+2)xT+(y+1)x(-4)=0
< Xx+2-4-4=0
< x-4y-2=0.

(-2)=0.
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B Géométrie analytique du plan

EE Coordonnées des points A(3;-6),B(0;9)
etC(-9;0).
a.ﬁ(—_’; ;15);
Mx;y):ME (h) < CM+AB=0
< (X+9)x(-3)+
< -3x=27+15y=0
< Xx-5y+9=0

b. On détermine une équation cartésienne de (h),

hauteurissue de A :
BC(-9;-9);
ME (h) < AM+BC=0
< (X-3)%(-9)+ (y+6)x
< X-3+y+6=0
< x+y+3=0.
H point d'intersection de (h) et (hc) a pour
coordonnées (x; y) tels que :

{x—5y+9=0 {X:Sy—9
<

(-9)=0

X+y+3=0 5/-9+y+3=0
x=5y-9 y=1

<= <=
6y=06 x=-4

DoncH (-4;1).

EE a. U, est associ€ a la droite rouge.
U, est associ€ a la droite bleue.

b. £ : valeur de U, pour /=0
doncE=4,5YV.

U2:Rlpourl1:I:O,S;UZ:SdoncR:L—;Z:mQ.

PourA’: I=1;U=E-rl
soit43=45-rx1<r=45-43=0,2Q.
¢. Le point de fonctionnement est le point
d’intersection des deux droites.

Son abscisse vaut /. Son ordonnée vaut U,
d.Calcul:4,5-0,2 x l,=10x1,

4,
< 102/,=45<1 = 1052 ~ 0,44 A.

Puis U, = 10X |, ~ 4,4V,

Equation normale de droite

2 a.2x-y+4=0

a=2>1;an'est pas de la forme cos 6.

Ce n'est pas une équation normale de droite.
b.03x+15y+2=0.

b=1,5>1;bnest pas de la forme sin 6.

Ce n'est pas une équation normale de droite.
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(y-0)x 15=0

35 1 4 5
TRy,

équation normale de (d).

=0 est une autre

36 2x-y+4=0.
a. H)(Z ;—1) est normal a (d).

TRE}
_>( 1)et -2 1
u,
N AR AN Ry
b. Les deux équations normales de (d) sont :
2 1 4 —0et—2 -2 1 4 0
—=Xx-—F=y+—==0e —=y-—==0.
BT T
— — 1 —
E a.n(-1:2):u=-—=n
[Inll
Donc U(ﬁ E) unitaire et normal a (2,).
M(x;y)
Me(@)c»A_>M u=0.
1 2
) X \/§)+ y+2)xﬁ:o
-1 5 2 4
=X+ =+ + ==
=V \/§ s
-1 9
+—==0
R fy 5
equatlon normale de (92,).
b.3x-4y+1=0.
1
On multiplie I'4quation par ————— \/32+(_42 3
, 3 4 1
Equation normale de (2,) : -x-—y+-=0.

5 5 5

ET a.n (5;2) est normal & (2,).

— 1 —
n =—-n.
t il
(5 2
n1(ﬁ;ﬁ) est unitaire et normal a (923).
M(x;y);

+—— -——= =0
=V 29 Vo
équation normale de (2,).

— ——

=AB(6; 3) dirige (2,).
(3 ;—6) est normal a (2,).

:lcr

- 38 -



Géométrie analytique du plan B

l

— —

n1—||j|n n (\/_ \/_)or\/E:?n/?.

=i

1
\/_ V57"
(x;y);
(D) =AM n =0
1 2
E(X+2)—E(y—0)
1 2 2 o
B

équation normale de ().

§§

=0

<=

<=

EE (@,) passe par A(2; 5) et est dirigée paru(1; -1).

Mx;y);

ME (D) < dét(AM,u) =0
e-1x(x-2)-1(-5=0
<-x-y+7=0.

Une équation normale de (9,) est

1 1 7
EX-{_EY_E =0.

Distance d’un point a une droite

T+3%x2+1|
M a.dia, (@) =132 2
\/1+9 \/W

3x(=1)-2x(1,5]_ |—3‘3|=i
Vo +4 ERNE)

Al a.l’équation est une équation normale donc :

d(A, (d)) = ‘1x3+§x 2‘ ‘——\/_ 2‘

=|—5 —\/§|:3+\/§.

b. Lequatlon est une équation normale donc :

=l s 7w

b.d(A, (d)) =

X4+

® a.d (A, (2)):Iéquation de (D) est une équation
normale, donc:

1 3
d(A,(9)):‘1x—+£+1‘:£ L2_3+3
2 2 2 2 2
2x(-2)-5x1+1|_[F9+M1]_ 2
b.d(A (2)) = _bormil_ 2
A2 V4 + 25 V29 29
L x4-rx(-2) 1‘ ‘231‘
dAng—2X_3X_+_+3+
c¢.d(A D) — — =
—+— f_
4 9 36
11 6 2
=3 X 3TV

—-39-—

a. Equation de (d).
Mx;y); L
Me (d) < dét(AM,u)=0
< —2(x-1)-1(y—0) =
< -2X+2-y=0
< 2X+y-2=0
2 1 2
RV A S

équation normale de (d).

=0

b.d 5. (d) = 2 ] 3 2|_|8—5|_3
.d (B, —\/§x+\/§x——\/§— =7
[ Equation de (BC) : BC (3 ; -8);
Mx;y);
M & (BC) < dét (BM, BO) =0

< -8(x+1)-3(y-5)=

< -8x-8-3y+15=0

< 8 +3y-7=0.

8x1+3x(-2)-7| _[8-6-7
d(A, (B0) = L2
V64 +9 V73
_|—5|_ 5
T 73 VT3

() passe par B (3;-1), a pour vecteur
directeurLT(1 :2).
Equation de () :
Mx;y); R
Me (D) < dét(BM,u) =0
<2x-3)-(y+1)=
< 2X-6-y-1=0

< 2x-y-7=0.
_|2x2-(-2-7] _4+2-7] 1
d (A, (D)) — —F %

A a. ;(cos(70°) ; sin(70°)) est un vecteur directeur
unitaire de (OB).
b.0(0;0)€(0B); M(x;y);
M € (0B) = dét (OM, u) =
<> sin(70°) x - cos(70°) y=0
équation normale de (OB).

C. 7(—cos(65°) ; sin(65°)) est un vecteur directeur
unitaire de (AB).
ME (AB) < dét (AM, v) =0
<> sin(65°)(x — 3) + cos(65°) y=0
<> sin(65°) x + cos(65°) y — 3 sin(65°) =0
équation normale de (AB).
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B Géométrie analytique du plan

d.B(x;y); Cercles
B < (0B) - sin(70) x— cos(70) y=0

{ € (AB) {sin(65) X+ cos(65) y = 3 sin(65)

cos(70) Xx=6+ /3 cos(t)

=— y avecteR.
sin(70) {y=—2+\/§sin(t)

Q(5;-3);R=2.

in(65 cos(70) 65] y =3 X sin(65
[sin( )xsin(70)+cos ]y =3 xsin(65)

H] (x-4)2+y*=6=1/6%alors:O(4;0) et R= /6.

B 3 X sin(65) x sin(70) 4446
Y= Sin(65)cos(70) + cos(65)sin(70) {X_ o cos(a) aveca ER.
cos(70) 3 X sin(65) X sin(70) y=6sin(a)
B 5|n(70) sin(65)cos(70) + cos(65)sin(70) b
3 X sin(65) x sin(70) Gl R=AB= \/5+1 3y

= 5in(65)cos(70) + cos(65)sin(70) " =V36+16=152=4x13=2V13.

=-14+2 cos(a
B a pour coordonnées (x, ; y,) soit environ (17,8 ; 21,7). { - 2\/\/__ aveca €R.
3sin(a
e. (OA) a pour équation normale: y=0.
d(B; (OA) = ly,[~21.7 km. 2 Q milieu de [AB].
2+8 1-5
[%! Propriété du cours X, T =5Yy= 5 =2

a. Si ax + by + ¢ = 0 est une équation de droite alors
n(a; b) est normal a (2).

—

;ci(;): cos(0) ; b =sin(B) ; v (cos() ; sin(B)) est normal AB= \/(8 2t (C5-12=\36536=T2 =6V,

R= —AB.
2

De plus ||v]| = cos2 6 + sin? @ = 1. v est unitaire. X=5+ 62 cos(a) aveca €R.
b. A y=-2+6v2sin(a)
(D) E Q(1;0);R=
+(y- ) FPeoxX-2+14+y*=9
H <X’ -2x+y*=8.

(AH) est perpendiculaire a (2) donc:

— - s> 2 a.Représentation paramétrique de (€)
AH =% ||AH|| - v (v unitaire).

A(=2;3);B(2;1).

Soit M (x; ly)etMe(Q(Zg). N R=AB=V(2+2?+(1-32=v16+4 =20 =2+5.
u[=|(x=x) cos +(y - y,) sin(6)]. = 94
De plus |AM u|—|AH+HM) X=24 2050050 e qer.
y=3+2/5sin(a)
_ |ﬂ-l>- U+ 0| car HM L v b. (¢,) de diametre [AB]. Centre Q milieu de [AB].
= |AH - U] = ||AF]|| = AH. XQ:_22+2—0y 3;” 2.
Donc AH = |(x - x,) cos(8) + (y - y,) sin(8)| B R
¢.Onsaitque d(A; (2)) =AH R2:7:E =15.
aveca e R.

=|(x-x,) cos(8) + (y - y,) sin(8). x =5 cos(a)
On va choisir un point m de (2). {y= 2 + /5 sin(a)
Pour H point de (&) de coordonnées (x,,; y,),ona:
x,, cos(0) +y, sin() + k=0.
Puis d(A, (2)) = AH

= |(x,, = x,) cos(6) + (y, - y,) sin(6)|

B a.x+y -6x-2y=7
< X=-3P%-9+(y-12-1=7

= |-x, cos(6) - y, sin(6) - K| < X=3P+(y-172=17
=[x, cos(6) + y, sin(0) + k|. Centre Q(3; 1) ; rayon R=/17.
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Géométrie analytique du plan B

D'ou la représentation paramétrique :
x=3++/17 cos(q)
y=1++17sin(a)
b.x*+y*+3x+8y+12=0
32 9
X+=| - =+ ({y+4)?-16+12=0
@( 2) 2ty

aveca € R.

3)2 9 25
X+ = +y+4)P=44+"=—"—.
~| 2) v+ 4 4
Centre Q (- =;-4);rayon R = 5 = 2.
4 2
x:—i+£cos(a)
2 2 aveca €R.
y=-4+ %sin(a)
X +y*+8x+6y+17=0
< X+4)P2-16+(y+3)*-9+17=0

< (x+4)P2+(y+3)72=8.
Centre Q(-4;-3) ; rayon R=+/8 = 2\/2.
Représentation paramétrique :
x=—4 + 242 cos(a)
{y: -3+ 242 sin(a)

aveca e R.

] a. (ﬁ(a + Rcos(t)—a; b+ Rsin(t)-b)
donc 97(R cos(t), R sin( ))
On pose LT(cos(t) ; sin(t)) ; u est non nul car llul =1
alors QA =R u. QA dirige (QA), doncu dlrlge (QA).
b. n(sin(t) ; - cos(t)) est orthogonal a u, donc normal
3 (QA) et n est unitaire car ||ET| =1.
¢. (T) passe par A et est dirigée par n.
M(xc; y) ; ME (T) < dét(AM, n) = 0.
Or ATW(X— (a + Rcos(t) ; y — (b + Rsin(t)).
Donc dét (M/I), r?)) =0
<> —cos(t)(x — a — Rcos(t)) - sin(t)(y — b — Rsin(t)) =0
<> — x cos(t) + acos(t) + Rcos?(t) — ysin(t) + bsin(t)

+ Rsin%(t) =0
<> cos(t) « x + sin(t)y — (acos(t) + bsin(t) + R) =0
équation cartésienne de (7).

[ a.A(-5;1) et B(1;-2); Qest le milieu de [AB].
1+ (-r) 1

-5+1
X, = > =-2ety,= > :—2.
R:lAB:l\/1+5)2+(—2—1)2:%\/36+9

1 3\/‘
2\/4__ 2

Représentation paramétrique de (%) :

3v5

X=-2+ ——cos(t)
2

3\/_
22

avecteR.

y=- =—=sin(t)

b.(T) tangenteﬂcercle au point A : passe par A, de
vecteur normal AB(6 ; -3).
My,
Me(TA) < AM-AB=0
< 6(x+5)+(-3)(y-1)=0
< 6x+30-3y+3=0
< 6x-3y+33=0
< 2X-y+11=0
équation cartésienne de (T,).
(T;) tangente au cercle au point B : passe par B, de
vecteur normal AB.
MeE (TB) < BM+-AB=0
<6(x-1)-3(y+2)=
<6x-6-3y-6=0
< 6x-3y-12=0
< 2x-y-4=0
équation cartésienne de (T).

T a. diA (@) = 3X4+2X2+10]_ [12+4+10)
26 Vo+4 V13
=ﬁ=zm.
b. € a pour centre A et pour rayon R = d(A, (d)).
=4+ 24/13 cos(a) veca e R,

X
{y: 2 + 2413 sin(a)

2x2-1+3] 6
.dA,@ - Y = =
] a.d(A (2) N NG

b. 522 ;—1) est un vecteur normal a (2).
1 .
E(Z ;=1) = n, est un vecteur unitaire normal a (2).
A
*
/H/

B

B(-1;1) es_t)un poigtge (2) alors (2) a pour vecteur
directeur u(1;2) (U-n =0).

Représentation paramétrique de (9) :
x=-1+t
{y: 1+ 2t
H est I'unique point de (2) tel quem =0
1(=-1+t-2)+2(1+2t-1)=0
<t-3+2%x2t=0

outeR.

®5t—3=0©t=%

donc x ——1+i:—§etyH_1+2xi:%
H

-2:1)
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B Géométrie analytique du plan

¢. (®) a pour centre A etrayon R=AH=d(A; (2))
x-x)+(y-y)=R
o (=27 4+ (y—1) = 356
X -AX+44+y -2y+1=

—4x+y - 2y+5—35—6
<X+ y-4x- 2y—%—0.

36
5
0

] a.x2+y?—12x+6y-5=0
< (X-6)*-36+(y+3)?*-9-5=0
< (x-6)2+(y+3)?=50

donc Q(6; -3) et R = /50 = 5+/2.

6-(=3)+1] _ 10
V2 V2
donc (92) est tangente a (6).

¢. Point de contact /.

b.d(R;(2)) =

Représentation paramétrique de (92) :

X-y+1 =O;A(—1_;)O)€(@);

vecteur directeur u(1; 1);

x=-1+t

-

I est 'unique point de (2) tel quelﬁ u=0
S IX(-14+t-6)+1%x(t+3)=0
< -7+t+t+3=0

avecteR.

< 2t=7-3=4
=t=2
alors {X =-1+2=1 Ainsi, I(1 ; 2).
y,=2
~-4x2+5x3-31|_ 24
Ea.d(();chzl =—=3,75.
V16 + 25 VAT
d(Q; d) < R. Deux points d’intersection.
2+18-31| _
b.d(Q; (d) = | =1,81.
V1436 \/_7
d(Q; (d)) > V2. Pas de point d’ mtersection.
.dQ;(d)="28+24-26| _ = -9

V49 + 64 \/113

d(Q; (d)) > 2. Pas de point d'intersection.

[E a.R=0A=V4+(-3)=5.

Equation cartésienne de (&) : (x—4)? + (y + 3)*= 25
x> —8x+y*+6y=0.

b. AB=V(5-4)+ (4 +3)

=\V1+49=+50=52.

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

c. (6’) de diamétre [AB]. Le centre de (€”) est Q,
milieu de [AB].

4+5 o9 -3+4 10(9 1)
%= ‘\/_E’yﬂ‘ 2 27k
- AB_5 2_ 5 )

R'= > =73 —ﬁrayonde(%).
Equation cartésienne de (€”) :

9\2 12 (5
(‘5 +(y‘ 5) :(ﬁ)

81 1 25

-9 +—+ +—==

SH N Y =
82 50

4y -x-y+ ——-—=0

<SX+Yy-9%-y 4 4

<X+ -9%%-y+8=0
équation cartésienne de (¢").

d.Mx;y);MeE (&) N (€)
(x> +y* -9 -y+8=0
<>
(X’ +y*-8x+6y=0
-x-7y+8=0

X +y’-8x+6y=0
(x=8-7y
(8-7y)*+y*-8(8-7y) + 6y (L)

(L,-L)

Onrésout (L))
64 — 112y + 49y* + y* — 64 + 56y + 6y =0

< 502 -50y=0

<)y -y=0

<yly-1)=0

<y=00uy=1
Siy=0alorsx=8-7x0=38.
Siy=Tlalorsx=8-7x1=1.
D’apres la figure, on identifie I(1; 1) et J(8 ; 0).
e./ (resp. J) appartient au cercle de diametre [AB],

doncle trlangle ABI (resp ABJ) est rectangle en/
(resp.J), d'ou Al-BI=0 (resp. AJ-BJ= 0).

f. Les tangentes a (%) issues de B sont les droites (B/)

et (BJ), de vecteur normal respectif Alet AJ.

(77,) tangente issue de B passant par /:

M(x;y);

ME (T ) <BM-Al=0
SKX-5X(1-4+({y-4x(1+3)=0
< -3x+15+4y-16=0
< -3x+4y-1=0

< 3x-4y+1=0  équationde (7).
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Géométrie analytique du plan B

(7)) tangente issue de B passant par J:

Mx;y);

ME (T ) < BM « AJ=0
< KX-5+8-4)+ (-4 x%x(0+3)=0
< 4x-20+3y-12=0
< 4x+3y-32=0 équationde (7).

(B x>+ y?—4x+2y=3
< KX=-2P%-4+(({y+1)-1=3
< (X-22+(y+1)2=8
Centre Q(2; 1), rayon R=+/8 = 2V/2.

. _|2+1+1|_4_ _
d(Q; (D)) = =2\2=R.
(Q;(2)) — 5

se tester

[ 1.Faux;2.Vrai; 3. Vrai: 4. Vrai; 5. Vrai ; 6. Faux.

M3 1.Faux. (d) a pour vecteur directeur L7(1 ;=3);
/@)(2 ;1)

AD+U=2x14(=3) X (=1)=5%0

AO et u ne sont pas orthogonaux.

2. Faux. Rayon de (%) :

R=0A=(4+2)? +(3-1)? = v/40 = 2+/10.

0B =(-3 — 4)> +(4 — 3 = \/49+1=/50.

QB =R.

3. Faux. Le centre est Q(4 ; 3).

Représentation paramétrique de (¥) :
X =4+ 40cos(t)
{y =3+ 40sin(t)

4. Vrai. Un point de (d) est A(-2; 1).

SoitM (x;y), M€ (d) < dét(AM,u)=0

avecteR.

< -3(x+2)-(y-1)=0
< -3x-y-5=0
< 3x+y+5=0.
Uge équa:ion norrsnale de (d) est:
mx+my+m:0
5. Faux.

@)(7 ;—1) donc V(1 ; —%) dirige (BQ).

d(Q; (2)) =R, donc () est tangente a (€) en A,
unique point d’intersection de (2) et (6).

A est aussi le projeté orthogonal de Q sur (92).
Représentation paramétrique de (@ 1 (D) passe par
B(0; 1) et a pour vecteur directeur u(1; 1).

x=t
D'ou
=1+t

A est déterminé par QM- u=0
S (t-2)xT+(1+t+1)x1=0
<t-2+t+2=0
< 2t=0
< t=0.
DoncA=B;A(0;1).

avecte R.

—

Soit E(-=10; 5) ; alors BE(13; 1).

dét(BE )= —-x13-1==29 40,
7 7

BE et v ne sont pas colinéaires. E n‘appartient pas a
(BQ).

3 1.b.;2.c.;3.a.;4.b.;5.b.
[ 1. c. Le centre de (®) est Q milieu de [AB], donc

Q(2;-6).
Le rayon de (%) estR = %AB.

AB= \/(5+1)2 +(=10+2)2 =36+ 64 =/100 =10
doncR=>5.

Zﬁ.c. La tangente a (%) en / a pour vecteur normal
Ql (-4;-3).
Soit M (x;y), IM+ Qi=0 < —4(x+2)-3(y+9) =0
< —4x—-3y—-35=0
< 4x+3y+35=0.

d)):|4><2+3><3+35|

3.b.dU, (
s
_[8+9+35_52
5 5

du, (d)) =10,4.
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B Géométrie analytique du plan

exercices d'approfondissement

(] Droites paralléles

a. @)(1 i 3).

Représentation paramétrique de (OB) :
x=t
b

B'doit vé@)er /@:’et A'B sont colinéaires,

soit dét (AB,A'B) =0.0n a B'(t; 3t).

AB(t-4;31); AB(-6;3)

donc3(t-4)-(-6)x3t=0<3t-12+18t=0

< 21t-12=0

Lo12_4

7 21 7
7' 17)

avecteR.

8l

b.-C(x;y);aé\):B_C)@{

Donc C(5; 3).
«Cx;y)

oi=iCe] 7

53 12)

AR
c. « Equation de (AB') : soit M(x ; y) ,ﬁ(; y E)

-24 12).

Donc C’(

Soit AB| 2%
Me(AB’)<:det(m,/@>’) 0
©%(x 4)+ 24(y 0)=0
@12x—48+24y 0
e x-4+2y=0

< Xx+2y-4=0
équation de (AB’).

. Equation de (A'B) : A'B(=6 : 3).

dét (A ’/VI A’B) 0<=3x-7)+6(y-0)=
<3x-21+6y=0
< x+2y-7=0.
équation de (A'B)

- Equation de (CC) ; CC’(% -5; A2 3

sthC’( 8 _—79) ’

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

-9 18
0 —(x-5-—1(-3)=0
7(x ) 7(y )

< -9(x-5)-18(y-3)=0

< -9x+45-18y+54=0

< Xx+2y-5-6=0

< X+ 2y—11=0équation de (CC).
d. D'apres les trois équations obtenues 77(1 ;2) estun
vecteur normal a (AB’), (A’'B) et (CC'), donc ces trois
droites sont paralléles.

dét(CM, CC) =

@ Droites concourantes
a.-OA(4;0); 0A'(9;0)

donc OA'= % OA

O, Aet A'sont alignés et A’ (OA).
-0B(1;3); 0B'(-3;-9).

OB’ =-308, de méme B’ (OB).

— —= (4=x-1

b.C(x;y); OA=BC < 0O=y-3
x=5
< y:3

— 9=x+3

C'( y)'OA’:B’C’ch:y_Ir9
6

Ainsi, C(5;3) et C'(6;-9).
c. - Equation de (AB)
AB'(-3-4;-9-0) donc AB'(-7 ; -9).
Soit M(x;y);
Me (AB') < dét(AM, AB) =0
< KX-4)x(-9)+7(y-0)=
< -9%+36+7y=0
< 9X-T7y-36=0
- Equation de (A'B)
AB(1-9;3-0)donc AB(-8;3).
Me (AB) <= dét(A 'M A'B) 0
< (x-9)X3+8(y-0)=0

équation de (AB’)

< 3x+8y—-27=0 équation de (A'B).
- Equation de (CC))
CC(1;-12).

Me (CC') = dét(CM ; CC) =
< -12(x-5)-1(y-3)=
< -12X+60-y+3=0
< 12x+y-63=0 équation de (CC).
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Géométrie analytique du plan B

1 a*-1
9x-T7y-36=0 Xty _
d.MeUB) N A8 =1 Y S (-a)x—+y-0)x = ——=0
3X—27+8y:0 1 -1
Ox 7y 36 @EX—1+ y=0
©{9x+ 24y =381 < x+Va*-1y-a=0  équation de (Al).
-31y=36-81=-45 (L,-L) Equation de la tangente (AJ) :
lox + 24y =81 ME(AJ)c»AM 0J=0
2
y-.% = K-axt+ (-0 x [FL) <0
-31
<
9x+24><——81 < x-Va*-1y-a=0 equatlonde(AJ).
gy= 81 %X31 - 24 x45 _ 1431 i Orthocentre et hyperbole
159 3125 31 a. Equation de (h,) :
~ 313 M(x;y);
I(E 45 est le point d'intersection de (AB’) et (A’B). Me(h) < MM-MM,=0
31 " 31 1 1
On vérifie: < (x=x))(x,~x,) (y__)(x__x_)zo
159 45 %5
4 __ X, = X
12x 2 + 1% - 63 = (12X 159 +45 - 63 X 31] o b))+ - P g
2 1 3 X XX
_ 1_ 0 30
31 L T
Donc /€ (CC). = X)[( x)-ly- )XX]—O
Les trois droites (A'B), (AB) et (CC') sont concourantes X, =X, 20
111
159 45 exoxly- )=
en/(31 31 3 ( x3)x1x2
o x—— y—x,+ 1 _
il Tangente aun cercle issue d’un point XX XXX,
a. On cherche les points M(x; y) appartenant a (&) equation cartésienne de (h,).
tels que OM + MA =0. 1 1 1
bMe()N(h)<ey=—etx——y-x, =
| X XX, XXX,
o 2 IV B IS
XX, X XXX, 3
x#0sinon M & (%) 1
J ©x2+( —x3)x——=
1 2X3 . )f'l .
Onax(@-x +y(0-y)=0< ax—x -y =0. S?jﬁlirffr_wi%oe“ une solution évidente
M est un point de (%) donc x*+ y> = 1. XX, XX,
1 _
lresteax—1=0<«x=— : , c. La 2° racine du trinéme vérifie X' x x, = X—1
2 2 _ 2_1_y2—1___4 — _ 1”2
OnaalorsxX*+y’=1<y =1-x=1 poiaipe >0 donc x' =
a’—1 17273
NYERLEL, ;
. . . . Alors | F =X XX, .
Les points d’mtersectlon des tangentes issues de A XXX,
avec (%) sont /(_ va ) ot J(1 a’- ) d. En changeant les roles de x, ; x, et x,,
squati RV B _
b. Equation de la tangente (Al): équation de (h,) :x x2x3y o XXX,
Mocyys équation de (h,) : x - Ly—x2+ =
Me Al) <« AM-0I=0 XX XXXy
Ona :i+x1 - X, +L =0donc/€e (h,)

1723

— 45—
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B Géométrie analytique du plan

+ X,
XXX

- X, +

=0donc/e (hz).

XXX

I est un point d'intersection des trois hauteurs du

triangle MM, M,, C’est l'orthocentre du triangle
M.MM..
(2 Triangle délimité par trois droites
<Al y);
+y-5=0
Acd)n(d) =l
xX-2y-4=0
(y=5-x
<
X-2(5-x)-4=0
y=5-x
<
x-10+2x-4=0
3x=14
<
y=5-x
_14
3
Ty 141
14 1 33
A( 3 ,g)
Bix;y);
+y-5=0
Be(d)n(d) =17
2x-y-2=0
y=5-x
<
2x-(5-x)-2=0
2x-5+x-2=0
<>
=5-X
x=7
<
=5-x
x="
3
Tlos 7.8
- 3 3
B(E,g)
Cx;y)
(2x-y-2=0
ced)n(d) <1~
X—-2y-4=0
y=2x-2
<
-(2x-2)-4=0
y=2x-2) x=0
<= =
X-2x+4-4=0 y=-2
c(o
P_ 49 142 _ 245
b.BC= JO——)+(2——)— 9+ o o

3
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. Mix;y) .
Me (D) =CM-AB=0
7 14 8
= x-0)x (] 3)+(y+2)(3 1)=0
©?7x+ (y+2)=0

< -—X+y+ 2 0

e x-y-2=0 (2)
d.E(x;0)etEE(D)doncx-0-2=0<=x=2.
E(2;0).
e. F projeté orthogonal de E sur la droite (d.).
(d,) est dirigée par u{(1;2).
Représentation paramétrique de (d.) :
{X t avecte R.

y=-2+2t

et (d,) passe par /(0 ; -2).
F est I'unique point de (d,) vérifiant EF-u=0.
Soit(t-2)x1+(-2+2t-0)x2=0
@l‘—2—4+4t—0<i>51‘—6@1‘:é

F(g 2+2><6)50|tF(§ g)
‘ ‘8 25
f.d(F;(d))= \/5 \/f 5\/_

tZ Famille de droites
a. (2) a pour vecteur directeuru(-1; 2).
(A, ) a pour vecteur directeur v_(m;m-2)
(D)//(0,) = dét(u~v )=0
=<-1m-2)-2xm=0
<-m+2-2m=0
<-3m+2=0
m==<.
=173
b.(2) L) <=u-v =0
<-m+2m-2)=0
<-m+2m-4=0
<m-4=0
< m=4.

iZ! Représentation paramétrique de droites
a.(d) passe| parA et a pour vecteur directeur
ui2; 1) caru-n=0.
D'ou la représentation paramétrique de (d,) :

{X:O+2t soit{ =2t avecte R.
y=2+t

y=2+t
D a pour abscissex=2alorsy=2+1=3donct=1.
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Géométrie analytique du plan B

D(2;3).
b. (d,) a pour vecteur normal n’(1:1) donc pour
vecteur directeur (1 ; -1).
Représentation paramétrique de (d.) :
{x: -1+t

y=-t
Cd'abscissex=1donct=2ety=-2.
c(1;-2).
¢. » Droite (AC) équation cartésienne

— —_—

AC(1-0;-2-2); AC(1;-4); M(x;y);
ME (AQ) < dét (AM : AQ) =0
< -4(x-0)-1(y-2)=0
< 4x-y+2=0
<4x+y-2=0.

avecte R.

« Droite (BD) équation cartésienne.

BD(2+1;3-0);BD(3;3);

Me (BD) < dét(BM; BD)=0
<3(x+1)-3(y-0)=0
<x+1-y=0
< x-y+1=0.

« Ainsi, le point /(x; y) cherché est ;

4x+y-2=0

x-y+1=0

y=x+1 {y:x+1
<

IE(AC)n(BD)c»{

< 3

Ix+x+1-2=0 5x-1=0

X= 41
5
1 6
=t—+1="
y=13 5

Donc/ (% ; %)

Q

153 Bissectrices de deux droites
a. Equation cartésienne de (2).

—

(2') a pour vecteur directeurAB(-2 ; -1).
Soit M(x; y).
ME (') < dét(AM ;AB) =0
<-1x+1)+2y-1)=0
< -x-1+2y-2=0
< -X+2y-3=0
< Xx-2y+3=0 équationde (2).

I(x;y).

, 2x-y=0
IE(@)H(@)@{X_2y+3=0
©{x—4x+3=o ©{—3x+3:o ‘i’{y:z
Donc /(1 2).

2X - 1
b. d =J_X[=_2 _
1 NG \/§| x-y|
-2y+3 1
d =% =—|x-2y+3
2 5 \/§|X y+ 3|

¢.d =d, < |2x-y|=|x-2y+3|
{2x—yzx—2y+3
ou2x-y=-(x—-2y+3).
Cas1:2x-y=x-2y+3<x+y-3=0
équation d'une droite ().
Cas2:2x-y=—x+2y-3<3x-3y+3=0
<x-y+1=0 équation d'une droite (4).

EZ Triangles tracés dans un cercle
a. (AB) = (Al) ; Al (=2 +3; -3 - 5) donc Al (1 ; -8).
Equation cartésienne de (AB) :
Mix;y);
Me (AB) < dét(AM, Al) =0

< -8(x+3)-1(-5=0

< -8x-24-y+5=0

< 8x+y+19=0 équation de (AB).
(A'B’) est la perpendiculaire a (A/) passant par /.
Donc Al est un vecteur normal de (A'B).
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M(x;y);
ME AB) = IM-AI=0

< 1XKx+2)-8(y+3)=0

e x+2-8y-24=0

< Xx-8y—-22=0 équation de (A'B).
b. Equation cartésienne de (%).
R=0A=+9+25=134
x*+y?’=34,

2 2
B(x; y) vérifie {§X++};/:- 31‘; ~0
y=-19-8x
= {x2+ (19 + 8x)2 = 34
2+ (194 8x)* =34 <= x*+ 361 + 304x + 64x°= 34
< 65x+304x+ 327 =0

abscisse de A

. 327 327 _ -109
2¢racine -3XxX=—"——<x=
65 ' 3x65 65
(=-1,68)

-109 -363
=-19-8x [~ ="222 (= -5,58),
y 8 (65) 65 )

Donc B ﬂ;ﬂ)_

65 65

¢. Coordonnées de A’et B'; M(x; y).

, X*+ y?’=34
Me ()N (AB) = {x—8y—22:O

1™ racine x=-3

Xx=8y+22
= {(8y +22)2 + y?=34.
Ona:
(8y+22)2 + y’=34 < 64 y*+ 352y + 484 + y* =34
< 65 y’+ 352y +450=0.
-176 V1726 -176 1726

2 racines )2 =?+ 65 ety2 ZF 65

alors x, =8y, + 22 —E+—\/1 726

X,=8y,+22= 2_8 1726.
2 65 65

Surlafigurex, < x,

doncA’(65 685\/W =176 @)
B2+ 27735, =128 «? )

d. A”est Ie milieu de [AA I
XA,,=%—% 1726.

yA,,:%—# 1726.
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87 =539
Al +—\/1 726, ——+ —\/1 726
(130 65 130 130

ﬁ(? +—\/1 726 187 +—\/1 726)

On veut prouver Al et BB”orthogonaux.
130 A" = u(-87 + 81726 ; 539 + 1 726)
65BB = v{131 + 81726 ; 187 + 1 726)
= (-87 + 8\1726)(131 + 81 726)
+ (=539 +/1726)(187 + /1 726)

=-87x131+(8%x131-8x%x87)\/1726+ 1726
+64x1726-539 % 187 + (187 = 539)\/1726 + 1726

=-11397+ 3521726+ 110464 - 100 793
—-352\1726+1726

=0.

Donc U et v sont orthogonaux soit A et BB’ sont

orthogonaux. Donc (/A") est la hauteur issue de / dans
le triangle IBB..

tZl Vecteurs directeurs des bissectrices
a. (D) // (D) si et seulement si:

nla: b) et n{a’; b')sont colinéaires, soit dét (n": n")
soitab’'-a'b=0.

Donc (2) et (2') sont sécantes si et seulement si
ab'-a'b=0.
b.d(M;9)=IaX—H)metd(M;9')=]MML

0,

@+ 0 Va7 + 5"
dM: D) =dM: ' |lax + by + | _|a’
C d( @) d( @)© m arz+b:2

a2+ b7 |ax+ by + | =Va? + b? [a'x+ b’y + C|

- {\/aQ + b7 (ax+ by + ¢) =a> + b? (a’x + b’y + C)
ouva?+b?(ax+ by +c) =—Ja? + b* (ax + by + ¢).

A:Eq.On pose:y=+a’+ b’ ety =+a? + b?
(Ya-ya)x+(yb-yb)y+(yc-yc)=0
N:Eq.(y'a+ya)x+(y'b+yb)y+(yc+yc)=0.
On vérifie (Ya-vya’;yb-yb') #(0;0).
Ona(a;b)=(0;0)et(a’;b)=(0;0)doncy>0ety>0.
{y’a—ya’:o {a y'va

yb-yb'= b'= v,b
alorsab’-a'b = aby’ - aby , =0, ce qui contredit
I'nypotheése () et (2') sont sécantes.

D'ou (Ya-vya';y'b-yb’) = (0;0).
Ona(ya-ya)x+(yb-yb)y+(yc-yc)=0est
I'équation cartésienne d'une des bissectrices (A) par
exemple).
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De mémesi(ya+ya =0 a=-yvya

{y’b +yo'=0 < { b'=-y'b.
Onaalorsab’-a’b=- y’vab + y’Yab =0,
ce qui estimpossible.
Donc (y'a + ya')x + (y'b + yb')y + (y'c + yc) = 0 est
I'équation cartésienne d’une des bissectrices (A) par
exemple).

d. r71(y’a —vya’; y'b -yb’) est un vecteur normal a ().
n,(y'a+ya’;y'b +yb’) est un vecteur normal a (&).
n-n, =(ya-ya)ya+ya)+(yb-yb)yb+yb)
=(y'a)* - (ya')* + (y'b)* - (yb')
=(a?+b?)a*-(a*>+ bHa? + (a? + b?)b?
- (a*+ b?)b"
=a%’a* + b”a* - a’a’? - b’a? + a*b* + b'*b?
—a*b? - b?
=0.
Donc (4) et (&) sont perpendiculaires.

e. Equation de (2) : ax + by + ¢ =0,

alors u_(b; -a) ou U (~b ; a) donc vecteur unitaire.

i g
Va?+ b2 ' a* + b?

—

1 1

. —d
Va7 + b7 'a + b7
72 e v (2 79)
Yy ¥ Y v
Soitw=U+vetw=u-v.

Wb b, (@, a)

y vy oy

ouw= #(y'b +yb'; —(Va+ya)

et de méme \7(

— —
onaw-n, =0.
w est un vecteur directeur de (&).

—b b a a —

Wi (—-=;=-—Jouw'=—(y'b-yb';ya' -vya).
(Y Y YV VY Yy

Ona Wen = 0 donc W’)est un vecteur directeur de

1

(A).

iZ] Bissectrices d'un triangle

— —_— —

a.AB(-16;-12); AC(9;-12); BC(25; 0).

M(x; y).

ME (AB) < dét(AM;AB)=0
<3(x-4)-4(y-7)=0
<3x-12-4y+28=0

< 3x-4y+16=0 équation cartésienne
de (AB)

—49 -

Ay

.

m

ME (AC) < dét(AM : AQ) =0

< -12(x-4)-9(y-7)=0
< 4(x-4)+3(y-7)=0
< 4x-16+3y-21=0
< 4x+3y-37=0 équation cartésienne
de (AQ).
ME (BQ) < dét(BM ; BO) =0
< 0(x+12)-25(y+5)=0

<y+5=0 équation cartésienne
de (BC).
b. d(w; (AB) = AL L3 ay416
Ax+3y-37 1
dm; (40) =X =37L 114y 3, 37
W0 =" giTs  ~ 5 It 3y-3]

dM; (AB)) =dM; (AQ)) <> [3x— 4y + 16| = |4x + 3y - 37|
3x-4y+16=4x+3y-37
ou3x-4y+16=-4x-3y+37
"x+ 7y-53=0

ou7x-y+16-37=0
7x-y-21=0(1)
oux+7y-53=0(2)
La bissectrice intérieure de//4\a une équation de la
formey=ax+5aveca>0.

<>

<

Donc elle a pour équation :
Ix-y-21=0<y=7x-21 (d).
N

1
c. Bissectrices de B :

d(M; (AB)) = d(M ; (BC)) ©%|3x—4y+ 16| :J%Sl

<| 3x—4y+16| =5y +5|
3x-4y+16=5(y+5)
ou3x-4y+16=-5(y+5)
3x-4y+16=5y+25
ou3x-4y+16=-5y-25
‘3x—9y—9:0
ou3x+y+41=0

<=
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B Géométrie analytique du plan

x-3y-3=0(1)
= {ou 3x+y+41=0(2)
Bissectrice intérieure de 2?\: déquationx-3y-3=0
(d)). R
Bissectrice de C:

dM; (AC)) = dM; (BQ)) =
<|4x+3y-37|=5|y+ 5]
4x+3y-37=5(y+5)
ou4x+3y-37=-5(y+5)
<4x+ 3y—-37=5y+25
ou4x+3y-37=-5y-25
<4x—2y—62=0
oudx+8y-12=0
2x-y-31=0(1)
oux+2y-3=0(2).

l|4x+ 3y-37|=|y+5]|

<

Vs
D’aprés la figure, la bissectrice intérieure de C a une
équation de laformey=ax+boua<0.

Donc bissectrice d'équation x + 2y -3 =0 (d,).

d. On cherche le point /(x ; y) tel que :

{y:7x—21
x-3y-3=0

{y=7x—21 {y:7x—21

le(d)N(d) <

1 2

“x-21x+63-3=0 = |-20x+60=0

- {x: 3
y=0

On vérifie/€(d,):3+2x0-3=0.

Les trois bissectrices intérieures sont concourantes

enl(3;0).

e.d(, (AB)) = d(l, (AQ))
d(l, (B0)) = |0+ 5| =

1(3;0).

=d(l, (BC)

iZ] Cercle tangent a une droite donnée
a. A est le point de (2) d'abscisse -1.
x,=-1+tdonct=0;alorsy, =-1etA(-1;-1).

(AQ) est la perpendiculaire a (2) passant par A. ()
est dirigée paru(1 ; -3).
Soit M(x; y).
ME (AQ)< AM + U= 0
<1Kx+1)-3(+1)=0
<x-3y+1-3=0
<> x—3y—2=0£¢&quation cartésienne de (AQ).

b. On sait que le triangle AOA’ est rectangle en O car
inscrit dans le cercle de diamétre [AA’].

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

Ax;y)
OA-OA'=0< -1xx~1 xXy=0
< -x-y=0
< X=-y.
De plus (AA") = (AQ) donc les coordonnées de A’

vérifient I'équation de (AQ).
{X—3y—2=0 {x+3x—2=0 {4x=2
< <
X=-y X=-y

A’(% ; —%)

¢. On veut une représentation paramétrique de ().

Le centre Q) est le milieu de [AA"], le rayon R vaut ; AA.

xQ:(—1+%) %——%.
AI:\/(% )2+(_5+1) \/4 4 \/7 \F

i

l V10 cos(t)
D'ou (%). 4 4 ,avecteR.
= _3 + V10 sin(t)
V=TT,

représentation paramétrique de (6).

[l Cercles tangents a deux droites données

a.n(4:-3) est normal a (2) et a (2"), donc les droites
(2) et (2') sont paralléles.

b.

Les centres des cercles tangents simultanément a ()
et (2') sont situés sur une droite paralléle a (2) et
(2'), située a égale distance de (2) et (2').

. Mix;y); dM, (2)) = dM, (2)).

o 14x=3y+2[ _ [4x-3y-23]
5 5
< |4x -3y + 2| = |4x -3y - 23|

{4x—3y+2:4x—3y—23
= loudx-3y+2=-4x+3y+23
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{2 =-23 impossible
< lou 8x-6y—-21=0
< 8x-6y—-21=0  équation cartésienne

de la droite (A).

(1] Tangentes a un cercle
a. Représentation paramétrique de (%).

{x: 3+ 4cos(t)

y=-2+4sin(tf, "¢ reR.

Soit M un point de (€) de paramétre t, alors

QM = 4 (cos(t) T+ sin(t) ).

(OM) a pour vecteur directeur \7:(cos(t), sin(t)).

La tangente a (%) en M de vecteur directeuru(1; 1)
vérifie :

V. U'=0 < cos(t) +sin(t) =0 < sin(t) = —cos(t).
On sait que cos’(t) + sin’(t) = 1 donc 2cos*(t) = 1 et

cos?(t) =

5
cos(t) =%et sin(t) = —g
Ona
ou cos(t) = —ﬂ etsin(t) = ﬂ
2 2
Donct= ——ou t=— 3m

4°
x:3+4xg:3+2\/§
Pourtz—% A

y:—2+4(—§):—2—2\/§

(x=3-242
Pourt=— 4 A{y:—2+2\/§

AB+2v2;-2-2V2) et A(3-2v2; -2 + 2\2).
b.n(1;-1) estnormal a u(1;1).
(d,) tangentea (€) en A:
Mix;y):ME (d) < n~AM=0
< 1(x- 3- 2V2)-(y+2+2V2)=
S X-y-3-212-2-2y2=0
@X—y—5—4\/§:O

@ix—ly—i—4=0
V2O N2 N2, T
équation normale de (d).

(d)) tangentea (€) en A':

Me(d) <n+AM=0
S Tx=-3+2/2)-1(y+2-2V2) =
S X-3+22-y-2+2y2=0

3m
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eX-y-5+4/2=0
©LX_Ly_i
V2O 2 2

équation normale de (d.).

+4=0

¢.BetB.On cherche M de parametre tde (%) tel que
QMet n’sont colinéaires, soit det(QM n)=0

< 3x4cos(t)-1x4sin(t)=0

< sin(t) = /3 cos(t).

De plus cos?(t) + sin%(t) = 1 < cos?(t) + 3 cos?(t) = 1

< cos’(t) = l < cos(t) = ; ou cos(t) = -

Si cos(t) =

N|a|

1 .
alors sin(t) =

5 (1)

x:3+4><;:3+2:5

y:—2+4><\/2§:—2+2\/§.
B(5;-2+2/3).

Si cos(t) = -

~ |3

1 .

alors sin(t) = -
5 in(t)
x:3+4x(—l):3—2:1

y——2+4><(—£_—2—2\/§.

B'(1;-2-23).
d.(d") tangente a () en B.
Me(d) < n~BM=0
= 1x-5 +3(y+2-2V3)=
e x-5+3y+2V/3-6=0
< x+38y+23/3-11=0.
(d') tangente a (€) en B.
Me(d) «n-BM=0
S 1Tx=-1)+3y+2+2V3)=
< x-1+3y+2y3+6=0
< x+\3y+5+2V/3=0.

[E Cercle tangent a deux droites
a.(2,) a pour vecteur normalr_ﬂ(—1 ;' 5)
(2,) a pour vecteur directeuru_;(S 0 1)

—>

n-u,=-1x5+5x1=0,donc (D) et (P,) sont
paralléles.

b. Q(x; 0) ; Q vérifie d(Q, (2,)) = d(Q, (2,)).
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B Géométrie analytique du plan

|x+5%x0-4| |x+4|
= 5% =%
(2,) passe par A(8; -8) ; M(x;y);
ME (D) <AM-MM=0
< -1x-8)+5(y+8)=0
< -Xx+8+5y+40=0
< -X+5y+48=0
équation cartésienne de (@2).
_ |x-48]
Donc d(Q, (2)) = 736
d(Q, () =d(@, (D,) < |x+ 4] = |x- 48|
X+ 4 =x-48 impossible
= {oux+4:—x+ 48
< X=44 < x=22.
Donc Q(22;0).

do, @) =12+4 _ 7

R=da, @)%

Donc représentation paramétrique de (%) :

x =22 + /26 cos(t)
=26 sin(t)

¢. Méme étude mais avec Q'(2; y).

Soitd(Q, (2))

,avecteR.

dQ (@)= |-2+5y-4/=_1 |6-5
26| y -4 26| yl

1 \/_ \/—
dQ; () = %kz + 5y + 48| = \/12_6|46 + 5y

donc d(Q); (2,)) =d(Q; (2)))
6 — 5y =46 + 5y
= {ou 6 — 5y = —46 — 5y impossible

< 10y=-40 <y=-4.
Alors Q'(2; -4).
R=d(Q,(D,)=—|6-5x(-4)| = 1|6+ 20|
26 26
=1/26.

Equation cartésienne de (€") :

(x=202+(y+4)02=26<x-4+4+ y+8y+16=26
< X+ y-4x+8y-6=0
équation cartésienne de (¢”).

[E Cerclestangents

a. On cherche le centre Q de(®).

X+ Y+ 2x+4y-27=0
< KX+1)2-1T+(y+22°-4-27=0
< X+1)2+(y+2)2=32

donc Q(-1;:-2) et R=1/32 = 42.

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

(") a pour centre )'(5 ; 4) et rayon R'= /8 = 2+/2.
QQ'=V5E+ 17+ 4 +272=+72=62.
R+R=4/2+2\2=6V2=00Q.

Il y a un seul point d'intersection, (€) et (") sont
donc tangents.

b. (A) tangente commune a (¥) et (€”).

/

QQ'est un vecteur normal 3 ().
I point d'intersection de (¥) et (€"), vérifie :

—_— R —_—— ——
Ql= —0Q0";Q0'(6; 6), donc:
|||

R 42
=X +—=X6=-1+—=<%X6==-1+4=3
X, =X, 6\/§X 6\/§x

R 42
=yQ+—F—=X6=-2+—=X6=2.
Y=YV T e 6\2
Ainsi, I(3; 2).
M(x;y);

Me (B) = IM-QQ0'=0
< 6(x-3)+6(y-2)=0
<x-3+y-2=0

e x+y-5=0 Equation de (A).

c.A(10;y);
A€ (A)donc10+y-5=0< y=-5.DoncA(10;-5).

Equation cartésienne de (") :
(x=5)*+(y-5)2=8 < x4+ y*~ 10x-8y=-33.
J(x;y) vérifie O'J = /8 et JA=IA.
OrlA’=(10-3)*+(-5-2)*=7?+72=98.
OnaJA2=(x-10)>+ (y+5)>=98

< X+ )~ 20x+ 10y + 125=98

< X4+ Y- 20x 4+ 10y = -27.

, x>+ y*—10x - 8y=-33
On résout {x2+ V= 20x+ 10y = 27
{10x—18y=—6 (L,-L,—L)
<>
X+ y=20x + 10y =-27
{5x—9y:—3
=) 21 12 —
X+ y*=20x+ 10y =-27
3.9
=——+4—
=T

(—% + %y)2 +ye 20(—% +%y)) +10y=-27
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9 54 81

—-—y+ ’+ y*4+12-36y + 10y =-27

25 95V T s VT Y y+ 10y
-26y

9 54 81

—-—y+——y+y=-26y+39=0

25 55 YT y y*- 26y

984 — 704y + 106 y’=0

492 -352y+53y’=0

On sait que y = 2 est solution.

L'autre solution vérifie 2 x y=—— 492 246

- 53°
3,9,246 _411

Puisx=-=+=
5 5 53 53°
DoncJ(4H 246)
53 " 53
Equation de la deuxiéme tangente soit la droite (AJ) :
411 246
Al -10;=—+5
Ay 1055 +5)
dét(AM, AJ) =0
246 411
(X —10)(§+5) v+ 5)(¥—1o) 0
511 4515 119
< X =0

- +

53 53 53

< 511x+119y-4515=0
< 73x+17y-645=0.

[ Calcul de distances non accessibles

a. M1(O; 16,7); M2(40 ;30); N1(0 :=5,6) ; N2(40 ;=10).

- Equation cartésienne de (AM) =(MM.)
M.M,(40; 13,3); M(x; y)
ME (M M) < dét (MM, M M) =0
< 133(x-0)-(y-16,7)x40=0
<> 13,3x- 40y + 668 = 0.
- Equation cartésienne de (ANZ) = (N1N2)
NN (40 ; -4,4)
MEWNM,) < dét(NM, NN)=0
< xX(-44)-(y+56)x40=0
< —4,4x-40y—-224=0
< 4,4x+ 40y + 224 =0.
b.A€ MM, n (N,N,)
13,3x-40y + 668 =0
4,4x+40y+224=0
17,7x+892=0 LT+L2— L1
4,4x+40y+224=0
_ 892 _
17,7

< 1
_224-44x
Y= 40 77

A(x; y) vérifie {

< 3

ol

x=-50,4
= {y: ~0,06.
Normalement on devrait trouver y = 0 pour avoir
I'alignement de A, O et B.

Conclusion : A(-50,4 ; 0) ; la largeur de la riviere est
d’'environ 50 m.

85 Tangentes a une parabole

2x
y=f)=2etf
a.y=1fx) 5 e (x) = 5
Equation de (T ) :y="Fla)x-a)+f(a)
_ ( ) aZ X 2 aZ
y=alx-a)+ 5 —a)z( a@+2 S ==
ouencoreax—y—%:o

2

Equation de (T,): bx - y—b—:
(T)L(T)<n(a;-1)Ln(b;-1)<ab+1=0
sb=— (onaimposé a = 0).
Donc b est unique.
b. Le point/ (x; y) est tel que :

2

ax—y—a—:O

2
Ia e (Ta) N T(b) < bz
bx - y——:O
( @ @
ax-y-—=0 ax-y-—=0
= Zaz b2 < zaz_bz
\(a—b)x ?——:0 (a-b)x- 5 =0
a a’
ax-y-—=0 ax-y-—=0
= Ca-bare >
a-b)a+b) _a+
\(a—b)x—f—o X= 5
¢. On reprend le résultat précédent.
x=a+bety aX_a_Zza(a+b)_a_2=a_b
2 2 2 2 2
a+b ab
Ainsi, I( i )
: a—l ax(—l)
d.Puisqueb=-—, | a; a
a 2 2
at-1_ 1
Donc/ J——
onc a( a )

Donc lorsque a décrit R*, les points /_décrivent la

droite d'équation y = - ;
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Problémes

fIi Collision de particules
a.ME(d) < dét(AM, ;v) =0

1

< 1XKx-3)-1x(y-1)=0
<Xx-y-3+1=0

<x-y-2=0 équation de (d,).
b.ME (d) < dét(BM, ; v,) =0
o 1+ 1)- 2(y 5)=

< -x-1-2y+10=0
< Xx+2y-11=0 équationde (dz).

(r)_x—3:tx1 X=3+t
CUlly-1=tx1 Tly=1+t
+1=tx2 =-1+2t
(I'Z): X ®{;:6—t avect>0

-6=tx(-1)
d. Soit M (x; y) point de parametre t de (F1).
Alorsx=3 +tety=1+t.
Xx-y-2=0CB+0)-(1+10
doncMe(d1).
Soit M (x; y) de paramétre tde (I').
Alorsx=-1+2tety=6-t
=1T+20)+26-)-11=-1+2t+12-2t-11=0
doncMeE(d).

Onabien () C(d)et(l)C(d).

2
. x-y-2=0
e.llx;y) E(d)N(d) < {x+ 2y-11=0
y=x-2 3x-15=0
‘©{x+2x—4—11=0 c{y=x—2

x=5
©{y=5—2:3

Donc /(5; 3).

avect > 0.

~2=2-2=0

f.M1(t1)(3+t'1+t)
3+t—5 t=2
—_ 1
M1(t1)_l©{1+t—3 {q:z
M.(2)=1
M[t) (-1+2t;6-t)
{—1+2t2:5 {2t—+6
6-t,=3 t =3
aesten/a I’instantt =2,etBesten/alinstant t,=3.

=t = 3.

Donc les particules a et B ne peuvent pas étre au
méme endroit au méme instant.

g. Nouvelle représentation paramétrique de (d,) :

x=x,+ 2t
avecte R™,

yo—t
+2t=5
Il faut, pourt=2 < {;(O N
,~t=3
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X,+4=5 5-4=1
“ly-2=3 ©{y—3+2 5
DonC|IfautB(1 5).

(¥ Famille de droites

2 (D)

-2

1.(2):-x+2y-6=0;(2,)x+4y=0;Ml(x;y).
-X+2y-6=0
x+4y=0
{6y—6:0
= x=-4y
y=1
N
Donc /(-4 ; 1) est le point d'intersection de (90) etde
(2)).

2
2. Fdoit étre point d'intersection de toutes les droites
donc en particulier de (D) et(2) dou F=1.
Réciproquement soit F(—4 ; 1) vérifions que F € (2 ).
MmM-xE4+2+m)x1+3m-6
=-4m+4+2+m+3m-6
=-4m+6+4m-6
=0.
Donc F(-4 ; 1) appartient a toutes les droites (< ).
3.°A(-5;0)

Me(@o)n@)@{

2

L+L,—L

AE(QZm)@(m—1)(—5)+(2+m)0+3m—6=0
< -5m+5+3m-6=0
<-2m-1=0
>mMm=-—-——

AE(D ).

«B(1;4)

BE(@ )= mM-1)x1+2+m)x4+3m-6=0
<m-1+8+4m+3m-6=0
<8m+1=0
<i>m:—l

Be(9 ;).

8
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«C(2;-7)

Ce(@)=mMm-1)x2+Q2+m)(-7)+3m-6=0
<2m-2-14-7m+3m-6=0
<-2m-22=0
<m=-11

ce(@,).

4.a. M(x,;y,)E(D )
< m-1)x,+@2+m)y, +3m-6=0
e mx, +y,+3)-x,+2y,-6=0

©m(xM+yM+3)=XM—2yM+6.
X,—2y, +6

Six +y +3200nam="1"YuT>
MM X, +y,+3

b.Six, +y,+3=0alors il n'existe pas de valeur de

m telle que M€ (2 ). Ces points M sont alors situés

sur la droite (A) d'équation x+y + 3 =0.

5.a.Equationde (2 ):

(m- 1)x+(2 +m)y+ 3m-6=0.

Soitu_ (2+m;1-m);(peut- onav0|ru =0?
2+m=0 m=-2

{1 —m 0 ©{

donc u 20 et (D ) @ pour vecteur directeur :

(2 +m 1-m).

b. (2 ) paralleleil’:i\xe des abscisses si, et

seulementsi, dét(u ,1)=0<=1-m=0<=m=1.

Seule (2,) est paralléle a I'axe des abscisses.

impossible),

. (QZm) paralléle a I'axe des ordonnées si, et
seulement si dét(u—;,f) =0<2+m=0<=m=-2.
Seule (Z_ ) est parallele a I'axe des ordonnées.
«(2,) parallele a (d) d'équation y = x + 1.

(d) a pour vecteur directeur v(1 1)
det(u v) 0=R2+m-(1-m=0

<2+m-1+m=0

< 2m=-1

om=-1,

2

Seule (2 ) est paralléele a (d).

2
Famille de cercles
1.+ y’+4x-8y-5=0
< (X+2)°-4+(y-4°-16-5=0
< (X+2)2+(y-4)=25
doncQ(-2;4)etR=>5.
X+ y*-16x+2y-35=0
< (x-8)-64+(y+1)?-1-35=0
< (x-8)2+(y+1)2=100
doncQ’(8;-1) et R'=10.

2. M(x;y)
MeE (B)N ()
{x2+ y+4x-8y-5=0
X+ y>=16x+2y—-35=0

20x- 10y +30=0

=+ y+4x-8y-5=0

©‘2x—y+3:0 (L,-L,—L)
X+ y+4x-8y-5=0
y=2x+3

U+ (2x+3)2 +4x-82x+3)-5=0
y=2x+3

U+ 4+ 12X+ 9 +4x— 16x-24-5=0

5%-20=0<= X =4<x=20ux=-2.
12;7)etJ(=2;-1).

3.a.kER,

(OM?-R?) + k(O'M?>-(R')H) =0
IvérifieQl=RetQ'I=R'dou0+kx0=0.
JvérifieQJ=Ret'J=R'dou0+kx0=0.

Pour tout kréel, I € (E,) et J € (E,).
b.M(x;y);ME(Ek)c>
(x+2)+(y-4)>2-25 +k((x-8)*+ (y+1)*-100)=0
< (X*+ Y+ 4x -8y - 5) + k(x*+ y*~ 16x+2y—35)=0.

¢.Sik=-1,ona:

X+ Y+ 4x-8x-5-x- y+16x-2y+35=0

< 20x-10y+30=0

< 2X-y+3=0

Equation d’une droite passant par / et J donc cest (1)
(E) = (L).

d.Sik=-1

Me (E) = (1 + K0+ y?) + (4 - 16k)x + (-8 + 2k)y

-5-35k=0
41-4k) 2(k-4). 50147k

2 2 — =
cxEyE 1+k X+1+ky 1+k 0
a:4(1_4k);8:2(k_4)-y:_5(1+7k)

1+k T+k ' 1+k
X+ y+oax+By+y=0

©(x+%)2—‘f+(y+ g)z E+y 0

©(x+%)2+(y+%)2—(j:—[f:+y=0

Ensemble non vide car contenant / et J donc
BZ

— + —-y>0.

4 4 Y

C'est un cercle, dont on connait deux points : / et J.
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B Géométrie analytique du plan

4.a.Qk(—%;—%)

o240 -4K) 2(k-4)

1+k et 1+k
322(4k—1)et_§: 4-k
2 1+k 2 1+k
2(4k-1) . 4—k)
N 1+k " 1+k
b. (A) passe par A(8 ; —1) et est dirigée par ;(—1 0;5)
uv(=2;1).

o

— = (2(4k-1) 2(4k-1)

det (A, Vi = (1 7 -8 x 1+ (5 P 1)

_8k-2 8k-2

 1+k 8+ 1+k +2

:8k—2+8—2k—6(1+k):6k+6—6—6k:
1+k 1+k

Donc Q, € (4).

c.Soit{XzS_mt (avect=0carM = A)

y=-1+5t

M(x; y) est un point de (4) distinct de A.

0.

Y= 8k-2
1+k
On cherche k €R tel que 4_k

_1+k

(8- 100(1 + k) = 8k -2
c’{ (-1+50(1+k) =4—k

8- 10t+ (8- 10t - 8)k = -2
c’{ 1 +5t+ (-1 +5t+ k=4

Cargo 1 C/S- Livre du Professeur

{—10tk=—2—8+10t
=

Stk=4+1-5t
poo10+100 _—t+1 1
-10t t t
@ —
po 55t 1
5t t

Tout point de (4) distinct de A est un centre Q, avec
k = 1? — 1 ou t est le paramétre identifiant le point de

(8) dans la représentation paramétrique de ().

d. Lensemble des Q, pour k € R\{-1} est (A) privée
de A.

5. a. (I est le cercle passant par / et J de centre w et
derayonr.

Doncw/=wJ=r.

Ainsi w appartient a la médiatrice de [1J]
OrQl=QJ=RcarletJappartiennent a (¥).

De méme, Q'1=Q'J=R.

Q et ' sont aussi sur la médiatrice de [1J]

donc la médiatrice de [LJ] est la droite (QQ)

etw € (QQ).

b. Si w=Q; alors (') est le cercle passant par / et J et
de centre Q'donc (IN = (€");A=0, u= 1 convient.
CSiw=Q, Q'=A(8;-1).

Comme w € (A) et w = A, alors, d'aprés le 4. c., w est
un point Q, avec ke R\{-1}.

Alors (E,) est un cercle de centre w passant par / et
donc (E) = (I') et 'équation de (E,) (lorsque k= -1)
est;

10¢ + y* + 4x— 8y — 5) + k(x> + y> — 16x + 2y — 35) = 0.
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ﬂ Transformations du plan

Activités dintroduction

Photographie
1. | Hauteur en cm 2,4 10 15 | 20
Largeur en cm 3,6 | 15 |22,5| 30
rapport de 'nomothétie 4,17 16,25 |8,33
10 15
2.a._ #—.
3 4
b. Le format papier utilisé estdu 10 x 13 oudu 11,5 x 15.

En effet, ? ~3,33 et% = 3,25 qui sont des nombres

assez proches, ainsi que pour l'autre format.
3.

e

Pavage

« Le pavé 1 a pour image le pavé 2 par une translation ;
«le pavé 1 a pour image le pavé 3 par une rotation;
«le pavé 1 a pour image le pavé 5 par une translation ;
«le pavé 2 a pour image le pavé 5 par une translation ;
- le pavé 3 a pour image le pavé 2 par une rotation.

fAire d’un quadrilatére intersection
de deux carrés

1. f. On conjecture que l'aire de la partie hachurée est
égale au quart de l'aire de ABCD.

Savoirfaire

E] Le centre de 'homothétie est le point d'intersec-

tion des médianes (centre de gravité) du triangle ABC.

Le rapport est —%.

-57-—

Manuel pages 53 a 72

2. a. r désigne la rotation de centre E et d'angle de
mesure g

r(C) = B car les diagonales d’un carré sont perpendicu-
laires et EC = EB. De méme r(B) = A.

Ainsi r([CB]) = [BA].

(EJ) L (E]). De plus, J € [CB] d'ou r(J) € [BAL.

Ainsir(J)) =1.

b. r(ECJ) = EBI. Une rotation est une isométrie qui

conserve donc les longueurs. Ainsi les triangles ECJ et
EBI sont isométriques.

c. Aire EIBJ = Aire EBI + Aire EBJ
= Aire ECJ + Aire EBJ

— Aire EBC = - Aire ABCD.

d. Quelle que soit la position du point F, l'aire du
quadrilatere EIBJ est égale au quart de l'aire du carré
ABCD.

Des triangles et des cercles
1. a. hest 'homothétie de centre A et de rapport 2.

2AE=ABet 2AF =ACdonc h(E) =Bet h(F) =C. De
plus, h (A) =A.

On en déduit que h(AEF) = ABC.
b. Les triangles ont leurs angles égaux deux a deux .

EF BC

2.a.(E BO) d — =,

a. (EF)//( )oncEA A8

.BC EF T,

OrEA=EB,dou—-—=—=-".

' YABTEB T,
Demémegzﬁzi
AC FC 1

¢. ABC rectangle en Adonc BC?=AB* + AC?

< BC= (?BC)2 + (%BC)Z S rr=r’+rl
2 2

h est 'homothétie de centre A et de rapport 2.

h (B) = Cainsi I'image de (BB') est la droite paralléle
passant par C.

De méme, Iimage de (CC') est la droite paralléle pas-
sant par B.
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ﬂ Transformations du plan

Limage de leur point d'intersection G est donc D.
A, Get D sont donc alignés .
De plus G € (AA) , ainsi A, A'et D sont alignés .

K2 h est I'homothétie de centre | milieu de [AB] et de
rapport % h (M) =aG.

Limage d’un cercle par une homothétie est un cercle.

Le lieu cherché est donc le cercle de centre h(O) = O’

et de rayon égal au tiers du rayon de (¥).
o 1= .

L'agalité IOI:E 10 donne la position de O..

] a. Le rapport de h est égal a % X (=3)= —%.

b. Les points A, A" et O sont alignés et O € (BC). On en

déduit I'emplacement du point O.

A

K] a. Le rapport de h est égal a % x2=1.donchest
o

la translation de vecteur CB.

b A" A

iH Le lieu du point B est la droite (A’) symétrique
de la droite (A) par rapport a la droite (D).

[Ela. (AB) // (CD) doncss ,, 05, =T OU U= 2A
(H projeté orthogonal de A sur (CD)) ;

b. (AB) et (AC) sont sécantes en A donc Sus O Sug =1

=

. — =
(r rotation de centre A et d'angle 2 (AB, AC) ;

iA1.a. ()

A ] B

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Pars,,0s,:

«les points A, B, C, D et O ont pour images respectives
C,D,A BetO;

« les segments [AB] et [CD] ont pour images respec-
tives les segments [CD] et [AB] ;

« le carré ABCD est sa propre image.

b.s,, 05, estlasymétrie de centre O.

2.a.pars,, 08, :

«les points A, B, & D et O ont pour images respectives
B, B, C,Cet O'ou B, C' et O’ sont les symétriques res-
pectifs de A, D et O par rapport a la droite (BC).;

« les segments [AB] et [CD] ont pour images respec-
tives les segments [BBT] et [CCT;

« le carré ABCD a pour image le carré BB'C'C.
H
b. S50 © S €St la translation de vecteur AB.

il a. Les six triangles sont équilatéraux et ils ont deux
cOtés qui sont des rayons du cercle donc de méme
longueur. Ainsi ils sont isométriques.

b. - La rotation de centre O et d'angle T transforme
OAB en OBC; 3

« la symétrie de centre O transforme OAB en OED ;

« la symétrie d’axe la médiatrice de [AF] transforme
OAB en OFF.

iHa.b.c.
o

C'%er
d. Symétrie de centre O intersection des segments
[AA"] et [CC"].

Al a. b. |

image par hot

1 a. Les angles des triangles étant tous égauy, ils
sont semblables.

b. s =ho ravec hhomothétie de centre A et de rapport
\/; et r rotation de centre A et d'angle de mesure %
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Transformations du plan ﬂ

tuercices d'entrainement
Homothéties

22!

~_A 8

A4 a. Homothétie : b. translation ; ¢. homothétie ;
d. homothétie.

25 . AC = ~3ABdonc Cest I'image de B par 'homothé-
tie de centre A et de rapport -3 ;

— 1= . -
+AB = —?ACdonc Bestl'image de Cpar I'homothétie
de centre A et de rapport —%;

- BC = 4BA donc C est I'image de A par 'homothétie
de centre B et de rapport 4.

M a.

b. J est le centre de gravité car il est a l'intersection
des médianes (B/) et (CJ).

¢. C’'est 'homothétie de centre / et de rapport 3.

FX1 Le lieu est le cercle de centre le milieu de [AB] et de
rayon égal a %AB.

- 59—

FI] Dans les trois cas, le point Q est le centre de I'ho-
mothétie cherchée.

a.

EOnaﬁ’)z%D_/Z\,a-':%B_)etA_)F:%C_A).

Ainsi, il existe un homothétie, de rapport % qui trans-

forme [AD] en [FE], [AB] en [FG] et [AC] en [FA], et donc
qui transforme Aen F,Ben Get Cen E.

Donc les droites (AF), (BG) et (DE) sont concourantes
en le centre de cette homothétie.

€l a. La composée de deux homothéties de centres
différents est une homothétie si le produit des rap-
port s est différent de 1. Ainsi h’o h est une homothé-
tie de rapport -2.
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ﬂ Transformations du plan

¢. Le centre est sur la droite (CC"). Le rapport étant
s ~— 2=
égala-2,0na QC" = gCC".

Efl a. Le produit des rapport s est égal a 1.
b.

B

. 4
¢. Le vecteur de la translation est le vecteur CC".

EH a. Le produit des rapport s est égal & -1, donc il
s'agit d'un symétrie centrale.

b. cr
®
B
A C c'
°
choh—sdonA_) iA. De plus E):—%tﬁAmm
— 11— 1,—= = 1—= 1= 3—
Al=—AA"= —(AB+BA) = -AB+—AB = ~AB.
2 2 2 4 4

EE] h désigne I'homothétie de centre A qui transforme
Gen D. (GE)//(DB) donc h ((GE)) = (DB) et h (E) = B.

Limage d’un parallélogramme par h est un parallélo-
gramme, donc h (AEFG) = ABCD.
Ainsi h (F) = C. donc les points A, F et Csont alignés .

7 h est 'homothétie de centre le centre du cercle et

de rapport 1000 _ 5
400 2-
Isométries

1 a. t=. s ; b.Identité ; c. rotation de centre A et
e — .
d’angle 2(AB, AC) ; d. translation .

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

] a. Déplacement ; b. antidéplacement ; c. antidé-
placement ; d. déplacement .

£l a. ODC; b. OBC; c. ADB, BCD et ADC.

38 t; 05, estun antidéplacement donc une symétrie
orthogonale par rapport a une droite (D”).

(D) (D)

N =
£l

(D)

fla.f=s,;b.;g=s,¢.h=t.
A1, c

2.a.s, .. ; b.s

(BB)’ (cc ')

c. rotation de centre G et d'angle de mesure 2?";
d. rotation de centre G et d'angle de mesure —2?".

A1 r désigne la rotation de centre A et d’angle de me-
sure %
«r(B)=Cetr(B)=C" Ainsi r((BB)) = (CC)

« Les droites (BB') et (CC") sont donc perpendiculaires.
De plus, r étant une isométrie, BB'= CC'.

Mla.AA'=BB'; AB'=AB+BB'=BC+ (CC'=BC’,
mesAAB =1 — mesBAC = _ 23”.
mesBBC = A|n5| AAB'=BBC.

Les triangles AAB’ et B'BC” ont un angle de méme
mesure car les droites (4) et (A) sont paralléles, donc
les angles alterne-interne ABC et DCB sont de méme
mesure. Les triangles AAB’ et B'BC’ sont isométriques.

On procéderait de méme avec le triangle A'CC:
b. On en déduit que AB'= A'C' = B'C. Ainsi le triangle
A'B'C est équilatéral.

] Les triangles ABF et CDE ont un angle de méme
mesure compris entre deux c6tés égaux. lIs sont iso-
métriques. Ainsi AF = DE.
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Transformations du plan ﬂ

b. O est le milieu de [AC] ; donc OA = OC.
OAM = OCN car ils sont alterne-interne.
AOM = NOC car ils sont opposés par le sommet.

Les triangles OMA et ONC ont un c6té égal compris
entre deux angles de méme mesure. lls sont isomé-
triques. Ainsi AM = NC.

M a. CB=ABet BE = BG.

mes(C/BB = mes(C/lﬁ) + mes(A/BB = %+ mes(A/BB
et

mes(A/BE) = mes(A/BB + mes(ﬁ?@) = mes(A/Bl\E) +g
Ainsi CBE = ABG.

Les triangles ABG et CBE ont un angle de méme me-

sure compris entre deux cOtés égaux. lls sont isomé-
triques.

b. r désigne la rotation de centre B et d'angle de me-

sureﬂ
2

r(C) =Aetr(E) =G. Ainsir ((CE)) = (AG).
Les droites (CE) et (AG) sont donc perpendiculaires.

o)

ﬁ"
0

b. Les triangles ABD et AEF ont un c6té égal compris
entre deux angles de méme mesure . lls sont isomé-
triques.

-61-

M1 1.a.eth.

“'\ B
¢. On conjecture que le lieu des points N est le cercle

de centre milieu de [OD] et de rayon égal a la moitié
du cercle initial.

2.a. 0N = MH et OM = OD car ce sont deux rayons
DON = OMH car ils sont alterne-interne.

Les triangles ODN et OMH ont un angle de méme me-
sure compris entre deux cOtés égaux. s sont isomé-
triques.

b. On en déduit que I'angle OND est droit. Le triangle
rectangle ODN est donc inscrit dans un cercle de dia-
meétre son hypoténuse [OD].

¢. Le cercle est décrit en entier et cela vient confirmer
la conjecture.

M a.

b. La transformation est I'homothétie de rapport 2 et
de centre le point E tel que EA = AB.

] r est la rotation de centre A et d’angle de mesure
i

5 .
h est 'homothétie de centre A et de rapport %

fl a.

image par f

image par g : i

image par gof

\/
) AN
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ﬂ Transformations du plan

b. gofest la composée de la symétrie de centre B et
de 'homothétie de centre B et de rapport 4.

Ta.s ((48) =B ; b. rapport_%
c.mes(AB.BO) = - 1 = 3m. dmese_?’—n

4 4 4
Ha. AD _DE _AE _15.

"AB BC AC
Les triangles ABC et ADE ont leurs cOtés proportion-
nels. Ils sont semblables.

b. Les angles correspondants sont donc égaux. Ainsi
BAC = EAD et la droite(AE) est la bissectrice de I'angle
BAD.

— x—3x—2
1AM —3AM©{
—3y 4
, N ——1+x o (X'=3x-3
'=1+y, =3y-3

@ a.AG=5v2; AE =510 ; AF = 5+/5.
AG GF AF \2
"ACTCETAE= 2
Les triangles CEA et GFA ont leurs c6tés proportion-
nels. lls sont semblables.
¢. Les angles correspondants sont égaux. Ainsi :
GAF = AC = G/ﬁ+%ﬁ4?:,4/c?+%ﬁ:%D/A\ﬁ

donc les angles DAG et EAF ont la méme bissectrice.

[ a.

~

b. Al = DH=%AB;AB:AD; mes BAT=mes ADH = .
Les triangles ABI et ADH ont un angle de méme me-
sure compris entre deux cOtés égaux. lls sont isomé-
triques.

¢. On en déduit que mes BIA = mes AHD.

De plus, mes KAI'= mes HAD.

Les triangles AIK et ADH ont deux angles de méme
mesure . lIs sont semblables.
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d. Par conséquent, le troisieme angle a la méme me-
mes(A/DT-I)
(BI) et (AH) sont perpendiculaires.

sure. Ainsi mes(ﬁ(l\): = gdonc les droites

[ a. mes AIB = mes BAC et mes [BA = mes CBA.
Les triangles ABl et ABC ont deux angles de méme
mesure. lIs sont semblables.

b. Rapport de similitude : ﬁg 32 =4/2.

 a.

b. Les angles JAD et CBI sont inscrits dans le cercle et
interceptent le méme arc CD . Ils sont donc égaux.
De plus I'angle AID est commun aux deux triangles.

Les triangles ADI et BC/ ont deux angles de méme me-
sure . ls sont semblables.

Ha.

b. L'angle de la rotation a pour mesure —g.

¢. Le rapport de I'homothétie est égal a 3 car son
centre E est situé sur (AC) et sur (B'D) ou r(B) =B..
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Transformations du plan ﬂ

Se tester

71 1. Vrai ; 2. Faux ; 3. Vrai ; 4. Vrai ; 5. Faux : 6. Vrai ;
7. Vrai.

[ 1. Faux : il faudrait que I'angle mesure —23—".

2. Vrai : si h désigne 'homothétie de centre C et de

rapport % h(B) = A'et h (A) = B'. Ainsi h([AB)) = [AB]

et donc A'B':%AB.

3. Vrai : leurs trois angles sont respectivement de

A 1L
meme mesure : g

4. Vrai: mes(A/’G\B’) = mes(B/’G\O = mes(C/’G\A’) = 2n
et GA' = GB' = GC. 3

Exercices d’approfondissement

(¥ Calcul d’une distance ce par rapport a un cercle
1.a. Les angles EBC et CDE sont inscrits dans le cercle
etinterceptent le méme arc CE, donc ils sont de méme
mesure.

De plus I'angle CAE est commun aux deux triangles .

Les triangles ABE et ADC ont deux angles de méme
mesure . lls sont semblables.

b.Onadonc 28 = AE & ABx AC=ADxAE.

AD AC
2.0n note Jle point d'intersection de la diagonale [AC]
et du cercle (situé dans le demi-cercle contenant K).

A= %(AC— 4) =%(4\/§— 4)=212-2.

Al =1/20 = 2+/5.

En appliquant les résultats du 1., on obtient :

AJ X AC= AKX Al <5 AK =PI X AC_ (212 =242
Al 2V5

[ Usinage

a.

-63 -

5.Vrai:carBC=AC;BC=AC
et mes (B/’C\B’) =mes (@') =

M1.a.;2.b.;3.a.;4.b.; 5. c.

[H1.a.Les es triangles ont des angles de méme mesure.
En effet, ICG = ACB et [IC = BAC
IC IC
2.b.BC= D —~034A BC=
\34.Donc—— BC= 73 insi 034
3. ¢. Les triangles sont semblables. Il existe donc une
similitude qui les échange. Or une similitude conserve
les milieux. Comme l'image de [J(] est [B(], Iimage du
milieu de [JC] est le milieu de [BC].
BC _ 34
4.b.— .
IcC 2

b. Le triangle AA'C est rectangle en C car il est inscrit
dans le cercle de diametre [AAT.
Ainsi mes ACA’ = mes AHB.
mes AAC = mes ABC car ces deux angles sont inscrits
dans le cercle et interceptent le méme arc.
Les triangles AHB et AA'C ont deux angles de méme
mesure . lIs sont semblables.

AA"_ AC ABx AC

AT an STy TR

[ Centres de similitudes
a. G F

b. mes BQC = mes CQE car ce sont deux angles droits.

CEQ est I'angle complémentaire de I'angle ECQ dans
le triangle CQE et de I'angle EBC dans le triangle CEB.
Ainsi mes ECQ = mes EBC = mes QBC.

Les triangles CQE et CQB ont deux angles de méme
mesure. lls sont semblables.

¢. Le rapport de h est égal a 2 et I'angle de r est de
i

mesure .
2
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ﬂ Transformations du plan

d.s"=h"or’ ou h’est 'homothétie de centre Q et de
rapport % et r’ est la rotation de centre Q) et d’angle

m
de mesure -5

[T] Alignement

a. ABCD est un carré donc la droite (AC) est la média-
trice du segment[BD].

Le triangle GBD est équilatéral donc GB=GD ; de plus,
AB = AD, donc la droite (AG) est la médiatrice du seg-
ment [BD].

Ainsi G, A et Csont alignés .
b. r désigne la rotation de centre B et d'angle de me-

sure —g. r(G)=D, r(A)=Eetr(C)=F.
Une rotation conserve I'alignement. Donc les points

G, A et C alignés ont pour image les points D, E et F
alignés .

[¥] Composées de symétries centrales
a.lmagedeB:s,05,(B) =s,(B)=A.doncs 05, = t-..

BA.

BA

—_—>
b.s,osB—sMoch) to=tm < (M=

Ainsi M est le milieu de [CD].

N =

71 Parallélisme
a.etc.

b.0'/=0/-00'=3-1=2doncle point | appartient
au cercle(®”).

d. La transformation qui transforme le cercle (€) en le

cercle (") est'homothétie h de centre/ et de rapport
2

3

e. Limage par h du point M du cercle (%) est un point
du cercle (€”) et de la droite (IM). Ainsi h (M) =M.

De méme h (N) =N".

Par conséquent, h((MN)) = (M'N’)

L'image par une homothétie est une droite parallele.
On en déduit que (MN) // (M'N').
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[T] Perpendicularité
a. Le rapport de h est égal a 2.

b. restla rotation de centre A et d'angle de mesure %
c. r((AM)) = (B'C’) . Ainsi (AM) L (B'C)).

d. ho r([AM]) =[B'C’]. Le rapport de h est égal a 2 donc
B'C'=2AM.

il Centre d’une rotation
a.

b. OB’PA’ est un parallélogramme (c6tés opposés pa-
ralleles) donc OA'= PB'.

Le triangle B’PB est isocele en B'donc PB'= BB'.

Ainsi OA'=BB'.

¢.r((OA) = (BB) et A€ (OA") donc r (A) € (BB)).

De plus I'image du segment [AQ] est un segment de
méme longueur de la droite (BB) et d’extrémité B.
doncr(A)=0.

d. Le centre Q est le point d'intersection des média-
trices des segments [OB] et [OA] c'est-a-dire le centre
du cercle circonscrit au triangle OAB.

t2l Homothéties dans un trapéze
a.
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Transformations du plan ﬂ

- Une homothétie transforme une droite en une droite
paralléle. De plus, h(A) = B donc h((AC)) = (d,) ou (d.)
est la paralléle a (AC) passant par B.

« h(A) = B et (AD) // (BC) donc h(D) = C.

En reprenant le raisonnement ci-dessus, on montre
que (d,) est a droite parallele a (BD) passant par C.

b. /€ (BD) et h ((BD)) = (d,), donc h (1) € (d).
IE€ (AQ eth((AQ)=(d ), donch (N E(d ).

Ainsi h(l) est le point d'intersection des droites (d,) et
(d)).donch(l)=JetO,let)sontalignés.

¢. h(B) est le point d'intersection des droites (AB) et
(d).

2

h(C) est le point d'intersection des droites (DC) et (d).

(] Barycentres et lieux de points
1.

1—

2. A= EAM' I est donc I'image de M par I'homothétie
de centre A et de rapport %

— e S e S R
3.-GA+2GB+GM =0 < 2GI - IA+2IB+IM =0
- _—>

— — —> — N
< 2G/ =-2IB+ MA < 2GI = 2B/ + 2IA
— — —  —
< 2Gl =2BAdonc G = AB.
H
G est donc Iimage de / par la translation de vecteur AB.
4, a. Le point | décrit le cercle de centre le milieu de
[AB] et de rayon %

b. Le point G décrit le cercle de centre Q tel que
= 1= AB
BQ = EAB et de rayon e

¢. Le point / décrit la médiatrice de [AB].

d. Le point G décrit la g;oite_perpendiculaire a (AB)
passant par C telle que BC = AB.

t£] Une transformation du plan
—> 33— = =3 = 3—
1.a. MM’:EMG+GA+GB+GC:E G
—> 1— 1=—
= GM' = EMG = _EGM
fest donc 'homothétie de centre G et de rapport —l.

b. Limage du triangle ABC est le triangle AB'C.
- 1= = 1= — 1—
En effet, A=~ AB; B’ =~ BCet AC'=~_AC.
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e — 11— 1= 11— 1=
2. MM' = —-MA+—MA + —AB+—MA + —A
2 2 2 2
:l(ﬂ?)hﬁ‘)
2 1,—= —
fest donc la translation de vecteurE(AB + AC).

—> — = > = —>
3.MM’ = (k+ 1)MG + GA + GB + GC = (k+ 1)MG
—> —> —>
< GM’ = kMG = —kGM.
fest donc I'homothétie de centre G et de rapport —k.

tZ1 Un probléme de construction
a. h([BP]) = [BAI; h ([PQ]) = [AQ].

BP = PQ donc le point Q appartient au cercle de centre
P et de rayon BP. Son image Q"appartient a l'image du
cercle qui est le cercle de centre A, image de P, et de
rayon AB.

b. Une homothétie transforme une droite en une
droite paralléle donc (Q'C')//(QQ).

CC'Q'R est un parallélogramme donc CR = CQ.
Orh([CQN) =I[C'QTeth([BP]) =[BA].

De plus, CQ = BP donc C'Q'= BA.

Finalement CR = AB.

(BC) = (CC") et CC'Q'R parallélogramme entrainent que
(Q'R)//(BQ). Ainsi le point Q" appartient a la droite pa-
ralléle a la droite (BC) passant par R.

c.+ Tracer le cercle de centre A et de rayon AB.

« Construire le point R de la demi-droite [AC) tel que
CR=AB.

« Construire le point Q intersection du cercle et de la
paralléle a (BC) passant parR.

« Construire le point Qintersection de la droite (BQ') et
de la droite (AQ).

- Construire le point P intersection de la droite (AB) et
de la parallele a la droite (BC) passant par Q.

A La droite d’Euler
a.h(A)=A;h(BY=Beth(C)=C.

— — — — —>
En effet, AB=2AB'; AC=2A'C'et BC = 2B'C’

b. La hauteur issue de A'dans le triangle AB'C est per-
pendiculaire a (B'C") donc (BC) en A’. Or A'est le milieu
de [BC]. Donc cette hauteur est la médiatrice de [B(],
la droite (OA’). Limage de la hauteur (OA’) par h est la
hauteur du triangle ABC issue de A.

De méme pour les droites (OB’) et (OC).
c. Ainsi h (0) = H.

d. Les points G, O et H sont donc alignés puisqu'un
point, son image par un homothétie et le centre de
cette homothétie sont alignés.
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ﬂ Transformations du plan

tf] La courbe du dragon
1" étape

2¢ étape

3¢ étape

4¢ étape

Problémes

tf] Regle de Dostor

a. Les deux triangles ont deux angles de méme me-
sure. lls sont donc semblables.

ED FD _EF
bo k - E - R - E.
¢. Le produit en croix donne :
ABXFD=ACXED <> ABXFD-ACXED=0.
En élevant au carré, on obtient :
AB? X FD*+ ACC X ED*> -2 ABX FD X ACX ED =0
< AB*X FD? + AC* X ED*> = 2AB X FD X AC X ED.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

{2 Cerf-volant

a. Les droites(AC) et (BD) sont sécantes en un point /
donc la composée des deux symétries est la rotation

=]

- —
de centre / et d'angle de mesure : mes(/B, IA) =—.

I3 o

En effet 'angle mes(AIB) = 3 mes(BA) m

= 2— = 6'
b. Les droites (AB) et (CD) sont sécantes en un point J
donc la composée des deux symétries est la rotation

de centre J et d'angle de mesure % En effet I'angle

A =— - A == = —,
mes(AJC) 3 mes(CAJ) 37376
c. (AD) est la médiatrice de [B(C].

or, s(AD)(A) =A, s(AD)(B) =Cet S(AD)(D) =D,

donc S(AD)(AB) = ((AQ)) et S(AD)(CD) =((BD)).

Ainsi, le point J, intersection de (AB) et (CD), a pour
image par Suo) le point /, intersection de (AC) et (BD).

Donc (AD) est aussi la médiatrice de [1J].
Le triangle AlJ est donc isocele en A et comme il pos-

s
sede un angle de mesureg (I'angle IAJ), c'est qu'il est
équilatéral.

d.BC?=AB*+ AC?; EF* = ED* + FD*.
e.BC X EF? = AB? X ED* + AB* X FD? + AC* X ED?

+ AC? X FD?
< BCXEFP=AB*X ED*+ 2 AB X FD x AC X ED

+ AC? X FD?
< BC X EF? = (AB X ED + AC X FD)>.
Ainsi BCX EF=ABXED+ACXFD.
f. Les cotés « homologues » sont les cotés qui sont

images I'un de l'autre par la similitude qui échange
les deux triangles.
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Transformations du plan ﬂ

] Droite de Newton

2. a.Llimage de (BJ) par h est la droite paralléle a(BJ)
passant par C, donc (CD).

Limage de (CD) par h’est la droite paralléle a (CD) pas-
sant par F, donc (FI'). Ainsi h"o h(BJ') = (FI").

b. Limage de (DJ') par h’est la droite parallele a (DJ)
passant par F, donc (EB).

Limage de (EB) par h est la droite paralléle a (EB) pas-
sant par C, donc (C/'). Ainsi ho h'(DJ) = (CT").

¢. Les deux homothéties ayant le méme centre, elles-
sont commutatives.

Le point J' est l'intersection des droites (BJ) et (D)), il
a donc pour image par h’o h le point intersection des
droites (FI') et (CI') c'est a dire le point /!
d.h"oh(J)=I'doncA, I'’et J'sont alignés .

3.a.BED/J est un parallélogramme donc J est le milieu
des diagonales. Ainsi E € (J')).

De méme E € (KI). De plus, E € (Al).

Ainsi les droites (Al), (JY) et (KI') sont concourantes.

b. Les points /, J et K sont les images respectives des
points A, I'et J' par 'homothétie de centre E et de rap-
port 2.

¢. Limage par une homothétie d’'une droite est une
droite paralléle : A, I’ et J' sont alignés donc leurs
images /, J et K sont alignées.

fI] Reconnaitre des transformations
1.a.eth.
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—

— e —
.fQ)=0Q< 0A-20B=0 < AQ=2AB.
donc le point Q existe et est unique.
—> —> —> 5
d. MA -2M'B+3M'M = 0.
— — — 9
< 2MQ+0A-20B+30M =0

—> 1— — 33—
= OM’' = EQA—QB'FEQM

—> 33— —>
= OM' = §QM (carQA-20B=0).

e. fest doncl'homothétie de centre Q et de rapport %

2.a.eth.
B
B
2
OAI .M
.MI
— — — -
C.2MA—2MB+3M'M =0
—_— ) —
MM’ =—BA.
3 >
d. g est la translation de vecteur EBA'
3.a.eth.
o
c
D D o
.
A
B
n
— — - = o
¢.h(0)=0< 0A-30B—-30C+0D=0
— — - = o
< —40A-3AB-3AC+AD =
— 3—m 33— 1=
< 0A=- ZAB —ZA + —AD.

Donc le point O existe et est unique.
—> _— S — —>
d. MM’ = MA-3MB-3MC + MD
—_— = = — - = —>
< MO+ OM’= OA—-30B—-30C+ 0D —-4MO
—> —>
< OM’ = 50M.
h est donc I'homothétie de centre O et de rapport 5.
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ﬂ Transformations du plan

Il Démonstration d’un théoréme

1.a. Les points 0, CetAsont alignés donc les vecteurs d. Une homothétie conserve les milieux, donc h(/) = J
OC et OA sont colinéaires. Il existe donc un réel k non et les points O, / et J sont alignés.

nul tel que OC = kOA. 2. a. h’ désigne 'homothétie de centre O’ qui trans-
b. A'= Cd'apres I'égalité ci-dessus. forme AenD.

¢. Limage par h de la droite (AB) est la parallele a (AB) En procédant comme a la question 1,ona h'(B) =C,
passant par C, donc (CD). Ainsi B'E€ (CD). h (I =J'et les points O; | et J sont alignés.

De plus B' € (OB) puisqu'un point, son image et le | |, Ce théoréme est démontré aux questions 1. d et
centre d'une homothétie sont alignés. Ainsi B’ est le 2.a.

point d'intersection de (CD) et (OB), donc B'=D.
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E Droites et plans de l'espace

Activités dintroduction

Représentation en perspective
cavaliere [Rappel)

Théoreme du toit

1. a. Les droites sont paralleles, elles sont donc copla-
naires. Ainsi il existe un plan (P,) les contenant.

b. Les droites semblent paralléles.
2.a. A€ (P)carAe (d)et(d)C (P,).

A€ (P)carAe (Det(A) C(P).

b. Les plans (P)) et (P,) se coupent suivant une droite
qui ne peut étre que (d,). AinsiAE (d,).

c. Le point A appartient aux deux droites (d,) et (d,)
qui sont paralléles. C'est impossible.

d. Lhypothese de départ est fausse. Ainsi les droites
(d et (A)sont paralleles.

Intersection d’une pyramide
par un plan

1.

- 69—

Manuel pages 73 a 88

2.a.M& (AB) donc M & (ABC).

N € (BC) Donc N € (ABQ).

Ainsi (MN) C (ABC).

On démontre de méme que (MN) C (EFG).

Ainsi la droite (MN) est l'intersection lorsquelle existe,
des deux plans (EFG) et (ABC).

b. Il faut que (EF)//(AB) et(FG)//(BC).

Dans un cube

1.a. Les faces AEFB et AEHD sont des carrés donc :
(AE) L (EH) et (AE) L (EF).
b. La droite (AE) est orthogonale a deux droites sé-

cantes du plan (EFG), elle est donc orthogonale au
plan.

¢. On en déduit que (AE) est orthogonale a toute
droite du plan (EFG) et en particulier a (E/). Ainsi le
triangle AE/ est rectangle en E.

2. a. Le plan (AE]) contient la droite (AE) qui est ortho-
gonale au plan (EFG). Ainsi les deux plans sont per-
pendiculaires.

b. (HF) L (EG) car les diagonales d’un carré sont per-
pendiculaires.

(HF) L (AE) car (AE) est orthogonale au plan (EFG).
Ainsi la droite (HF) est orthogonale a deux droites
sécantes du plan (AEl), elle est donc orthogonale au
plan.

¢. On en déduit que (HF) est orthogonale a toute
droite du plan (AE/) et en particulier a(Al).

3. a. (El) // (AC) donc les points A, C, E et ] sont copla-
naires. Les droites (A/) et (EC) ne sont pas paralleles si-
non /serait confondu avec G. Elles sont donc sécantes.

b. Dans le repére (A,i2 A_C) /ﬁ)

-
/W(f;neti’(ﬁ;—n.
V2

?x\/i+1x(—1):0. o« \

Ainsi les droites
(Al) et (EC) sont
perpendiculaires.
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B Droites et plans de l'espace

Savoir-faire

El- (AB) // (HG) ; « (HD) // (FB) ;
+ (CA) et (GB) non coplanaires ;
+ (AG) et (HD) non coplanaires.

La droite (SO) est orthogonale au plan de base
donc a toute droite du plan de base.

Ainsi (SO) L (AQ).
Ea.

b. (IJ) //(AB). Or (AB) L (AD) et (AB) L (AE).

Donc (IJ) L (AD) et (IJ) L (AE). Ainsi la droite (IJ)) est
orthogonale a deux droites sécantes du plan (ADE) ;
elle est donc orthogonale a ce plan.

¢. (BE) L (AF) car ce sont les diagonales du carré ABFE.
(BE) L (AD) car la droite (AD) est orthogonale au plan
(ABF).

Ainsi la droite (BE) est orthogonale a deux droites sé-

cantes du plan (ADG) ; elle est donc orthogonale a ce
plan.

d. (DE) L (AH) car ce sont les diagonales du carré
ADHE. Donc (DE) L (JK) car (UK) //(AH).

De plus (1J) L (DE) car (1J) L (ADE).

Ainsi la droite (DE) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (IJK) ; elle est donc orthogonale a ce
plan.
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b. Le triangle ABC est équilatéral donc la droite (C/) est
a la fois médiane et hauteur. Ainsi (Cl) L (AB).

c. Le triangle D est équilatéral donc la droite (DI) est a
la fois médiane et hauteur. Ainsi (D/) L (AB).

d. La droite (AB) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (/CD) ; elle est donc orthogonale a ce
plan.

Comme le plan (/CD) coupe [AB] en son milieu /, on en
déduit que (/CD) est le plan médiateur de [AB].

il a. (FA) L (AB) et(EA) L (AD), donc (EA) L (ABD).
Or (ABD) = (ABCQ), ainsi (EA) L (ABC). Le plan (EAQC)
contient une droite orthogonale au plan (ABC). Le
plan (EAC) est donc perpendiculaire au plan (ABC).

b. (BF) L (EFG) donc (BF) L (EG). De plus (HF) L (EG).
Le plan (EGC) contient une droite orthogonale au plan
(BFH). Le plan (EGC) est donc perpendiculaire au plan
(BFH).

¢. (AE) L (EHF) donc (AE) L (HF). De plus (HF) L (EG).
Le plan (AHF) contient une droite orthogonale au plan
(ACE). Le plan (AHF) est donc perpendiculaire au plan
(ACE).
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Droites et plans de l'espace B

Enercices d’entrainement

Droites et plans orthogonaux

iH a. (BO), (AD), (FG), (EH), (AE), (HD), (FB) et (GC).
c. (BC) et (AE).

b. (ADE) et (BFC).
iH a.

b..(d) L (ABC) donc (d) est orthogonale a toute droite
du plan (ABC) donc en particulier a (BC).

+ (AB) L (OC) car (OC) est une hauteur du triangle ABC.
(AB) L (MO) Car (MO) est orthogonale au plan (ABC).

Ainsi la droite (AB) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (MOQ). Elle est orthogonale a ce plan.
Or (MC) C (MOC). On en déduit que (AB) L (MC).

Ha. b. - (AB)//(HG);
H ¢ (A L(BO);

* (AG) L (HF);

« (HF) et (BG) non coplanaires.
c.- (AB)//(EFG);

« (AE) L (EFG);

« (HF) L (AGQ);

« (CE) et (FGH) sécants.

D C

A B

iH a. (BO)//(EF) et (AB) L (BC) donc (AB) L (EF).
b. (EB) L (BC) et (EB) L (BA) donc (EB) L (ABC).
Or (FC) //(EB). Ainsi (FC) L (ABC).

I a. - (M) L (EF) car (M) = (MK), (EF) = (FK) et FKMP
est un carré.

« (AE)//(MI) car (AE) //(FB)//(KI) et (MI) = (KI).

+ (FC) et (M) ne sont pas coplanaires car elles appar-
tiennent a des faces opposées du cube BIJCFKLG.

b. «(MI) C (ABF) car (AE) //(MI) et | € (AB).

« (MI) L (ABQ) car (MI) L (L)) et (MI) L (IB).

« (MI) L (EFG) car (MI) L (ABC) et (ABC) // (EFG).

if a. Le triangle ABC est isocéle de sommet C. Ainsi la
médiane (C/) est aussi hauteur issue de C.

Donc (Cl) L (AB).
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De méme dans le triangle D : (DI) L (AB).

Ainsi la droite (AB) est orthogonale a deux droites
sécantes du plan (ICD) ; elle est donc orthogonale au
plan.

b. La droite (AB) est orthogonale a toute droite du
plan (/CD) donc en particulier a la droite (CD).

i a. (1J) //(AD) et (AC) L (AD) donc (1)) L (AQ).

b. (BE) L (ABC) car la droite (BE) est orthogonale a
deux droites sécantes du plan (ABC) : (AB) et (BC).

c. (U) //(AD)//(BE) et (BE) L (ABC) donc (IJ) L (ABC).

d. La droite (I)) est orthogonale a toute droite du plan
(ABC) donc en particulier a la droite (/B).

iE] a. (CG) //(HD) et (HD) L (EH) donc (CG) L (EH).
(AB) L (AD) et (AB) L (AE) donc (AB) L (ADE).

Or (EH) C (ADE). Ainsi (EH) L (AB).

b. (EF) et (HD) ne sont pas coplanaires car elles appar-

tiennent aux deux bases du prisme et elles ne sont
pas paralléles.

c. (HD) L (DA) et (HD) L (DC) car les faces latérales du
prisme sont des rectangles.

Ainsi la droite (HD) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (ABC). Elle est orthogonale a ce plan.

H1 a. Le triangle AFC est équilatéral car ses cotés sont
les diagonales de faces du cube. Donc la médiane (Cl)
est aussi la hauteur issue de C. Ainsi (Cl) L (AF).

De plus (AF) //(DG). On en déduit que (C/) L (DG).
b. Le théoreme des milieux appliqué au triangle AFC
donne (1J) //(AC).

(AC) L (BD) car les diagonales d’un carré sont perpen-
diculaires.

Ainsi (1J) L (BD).

A1,
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B Droites et plans de l'espace

2.a. (HE) L (EA) et (HE) L (EF) donc (HE) L (AFE).
Or (EB) C (AFE). Ainsi (HE) L (EB).

b. Les droites (GE) et (EB) ne sont pas perpendiculaires.
¢. (HE) L (FA) car (HE) L (AFE).

d. La droite (EG) est incluse dans la face opposée a la
face (ABQ). Les deux faces étant paralléles, (EG) //(ABC).

e. (AC) L (DB) car les diagonales d’un carré sont per-
pendiculaires.

(AE) L (DB) car (AE) L (ADB). Ainsi (DB) L (ACE).

Or (EAG) = (ACE). ll en résulte (DB) L (EAG).

f. Les points H et Bsont de part et d'autre du plan mé-
diateur (EGC). Ainsi la droite (HB) coupe le plan (EGC).
3.a. (J)//(EB)//(HC) et (HC) C (BCH) donc (1J) //(BCH).
b. Les quatre points /, J, B et F sont coplanaires et les
droites (IJ) et (BF) ne sont pas paralléles sinon Jappar-
tiendrait a I'aréte (AE), donc elles sont sécantes.

¢. (BF) C (DBF) donc la droite (1)) est sécante au plan
(DBF).

b. Les triangles IGC et IFE sont isométriques.

Donc IC = [E. Ainsi le point / appartient au plan média-
teur de[CE].

De méme pour les points J et K.

Le plan IJK est donc le plan médiateur de [CE]. Ainsi la
droite (CE) est orthogonale au plan (LJK).

¢. La droite (IB) est orthogonale au plan (BCD) donc a
toute droite de ce plan. Ainsi (IB) L (BC). Le théoreme
de Pythagore appliqué au triangle /IBC permet de cal-
culer JK en fonction du coté du carré.

On calcule de méme les longueurs IJ et IK pour
conclure que le triangle LJK est équilatéral.

Hla.c.
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b. Les deux plans ont un point commun A, ils ne sont-
donc pas paralléles.

d. Le point cherché est le point d'intersection / de la
droite (BC) et de la paralléle a la droite (HF) passant
par A.

Plans perpendiculaires

23 a. - (BCF), (ABF), (ADH) et (DCH).

« (HDF), (ABC) et (EHF).

« (AFG), (ABF) et (DCH).

b. Si (HBC) L (ABC), (HBC) serait confondu avec (FBC)
qui est perpendiculaire a (ABC) et qui le coupe suivant
la droite (BC). Ce qui est faux car le point F n'appar-
tient pas au plan (HBC).

] 1. a. Les triangles ADC et BCD sont équilatéraux.
Les médianes sont donc également hauteurs.

Ainsi (AJ) L (CD) et (BJ) L (CD).

b. Le plan (CDA) contient la droite (CD) qui est ortho-
gonale au plan (ABJ). Ces deux plans sont donc per-
pendiculaires.

2. Les faces perpendiculaires au plan (CD/) sont (ABC)
et (ABD).

3. a. Le plan (CD/) contient la droite (CD) qui est or-
thogonale au plan (ABJ). Ces deux plans sont donc
perpendiculaires.

b. (ABJ)N(CDI) = (LJ).

A11. Le plan (MAB) contient la droite (MB) qui est or-
thogonale au plan (ABC). Ainsi les plans (ABC)et (MAB)
sont perpendiculaires.

2.a. (AC) L (AB) car le triangle ABC est rectangle en A.
(AC) L (MB) car la droite (MB) est orthogonale au plan
(ABC) qui contient la droite (AC).

b. Le plan (MAC) contient la droite (AC) qui est ortho-
gonale au plan (MAB). Ainsi les plans (MAC) et (MAB)
sont perpendiculaires.

27F%




Droites et plans de l'espace B

b. Le triangle MOH est rectangle en H.
Ainsi HM? + HO?* = OM>.

ME(S) < OM=r.

Donc HM? + d* =2 < HM =P - d*.

711. a. Les plans (ABC) et (BEH) sont sécants suivant
la droite (BO).

b. Le plan (AEG) contient la droite (AE) qui est ortho-
gonale au plan (ABC). Ainsi les plans (ABC) et (AEG)
sont perpendiculaires.

2.a.

b. Les droites (AD) et (MN) sont sécantes. Or la pre-
miére appartient au plan (AEH) et la deuxieme au plan
(P). Ces deux plans sont donc sécants.

¢. Les droites (BC) et (MN) sont sécantes. Or lapremiére
appartient au plan (BCG) et la deuxiéme au plan (P).
Ces deux plans sont donc sécants.

d. (AEH)//(BCG). Les droites d'intersection avec un
troisieme plan (P) sont donc paralléles.

1.

)

2. a. Les deux plans ont un point commun M et ne
sont pas confondus, ils sont donc sécants.

b. La droite (MN) est paralléle a la droite (DF) et donc
a la droite (AC). Le théoreme de Thalés appliqué au

triangle ABC donne BN = %BC.
3.b. (MP) //(AD) et donc (MP) L (ABC).
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Le plan (MNP) contient la droite (MP) qui est orthogo-
nale au plan (ABC). Ces deux plans sont donc perpen-
diculaires.

ELD 1. (AL)N(BCD) = (IJ).

2.a.NeA)=Ne Al)etM & (Al) =Me (Al))
doncM, N, I et Jsont coplanaires.

b. P € (AIJ)N(BCD) et (AI))N(BCD) = (1)) donc P & (1J).

Efl a. Par construction (IK) C (BCD). De plus K € (A))
et (AJ) C (AlJ). Donc K€ (AlJ).

Finalement (/K) = (ALJ)N(BCD,).

b. Le point A est commun aux deux plans.

M e (IK) = Me (Al)) et M € (BD) = M & (ABD).
Donc (AM) = (AL))N(ABD).

EE« (ABF) L (AEH); - (EFG) et (ABC) sécants ;
«(EGC) L (BHD).

EE] a. AM, HF et AH sont des diagonales de carrés iso-
métriques. Donc elles sont de méme longueur. Ainsi
le triangle AFH est équilatéral.

b. AC = AF donc A appartient au plan médiateur de
[CF].

De méme GC = GF donc G appartient au plan média-
teur de [CF].

On démontre de méme que A et G appartiennent au
plan médiateur de [CH].

¢. La droite (CF) est orthogonale au plan (AGF) donc
(CF) L (AG). De méme, (CH) L (AG). Ainsi la droite
AG) est orthogonale a deux droites sécantes du plan
CFH). Elle est donc orthogonale a ce plan.

—_

A a. La droite (SO) est orthogonale au plan (ABC)
donc a toute droite de ce plan et en particulier (CB).

b. (CB) L (SO) et (CB) L (Ol) donc (CB) L (SOI). Le plan
(S0)) contient la droite (SO) qui est perpendiculaire au
plan (ABC). Donc (50I) L (ABC).

c. (P) L (ABCQ).

£ a. Le point B est commun aux plans (BAl) et (BCD).

Comme ils ont un point commun et qu'ils ne sont pas
confondus, on en déduit qu'ils sont sécants.

b. (Al) et (CD) sont coplanaires et sécantes.

¢. Le point d'intersection J de ces deux droites appar-
tient aux deux plans dans lesquels elles sont incluses.

d. (BA)N(BCD) = (BJ).

B a. (FCI) L (ABC) ; b. (FCI) et (H) sont sécants ;
c. (AGL) L (DC)).
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B Droites et plans de l'espace

Se tester

£ 1. Vrai ; 2. Faux ; 3. Vrai; 4. Vrai ; 5. Vrai ; 6. Faux ;
7. Vrai.

£ 1. Vrai. (SH) L (ABC) donc la droite (SH) est ortho-

gonale a toute droite du plan (ABC) donc en particu-
lier a la droite (HA).

2. Faux. (SH) L (ABC) donc (SH) L (BC).

3. Vrai. Le plan (SHA) contient la droite (SH) orthogo-
nale au plan (ABC).

4, Faux. Les droites (AD) et (BC) sont sécantes.

exercices d’approfondissement

b. (OP) L (AOC) et (Ol) C (AOC). Donc (OP) L (OIl).On
démontre de méme que (0Q) L (Ol).

¢. La droite (Ol) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (OPQ), elle est donc orthogonale a ce
plan.

d. Or la droite (OR) est orthogonale au plan (OPQ). Les
droites (O) et (OR) ayant un point commun, elles sont
confondues. Ainsi les points O, / et R sontalignés.

™ a. Le point O est équidistant des points / et J, donc
il appartient au plan (P,) médiateur de [/J]. De méme
Oappartienta (P)).

b. M € (P,) donc M est équidistant de /et J.

Ainsi MI = MJ.

M &€ (P2) donc M est équidistant de J et K.

Ainsi MJ = MK.

c.(A)C(P)= () L(N)et(d) C(P)= (D)L UK.

1 2
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ff1.a.;2.¢c.;3.b.;4.b.;5.c.

A1 1. c. Car les points O et A sont communs aux deux
plans.

2. a. Car le plan (S0A) contient la droite (SO) orthogo-
nale au plan (ABC).

3. a. Car le plan (SBD) contient la droite (BD) orthogo-
nale aux deux droites (AC) et (SO) du plan (SAC).

4, c. (50) L (ABC) donc la droite (SO) est orthogonale
a toute droite du plan (ABC) donc en particulier a la
droite (CD).

Ainsi la droite (A) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (IJK). Donc (4) L (JK).

] a. La droite (SH) est orthogonale au plan (ABC).
Donc tout plan qui la contient est perpendiculaire au
plan (ABC).

b. Les trois plans contiennent la droite (SH), donc ils
sont perpendiculaires au plan (ABC).

¢. La droite (SA) est perpendiculaire aux deux droites
(SB)et (SC) du plan (SBQ). Elle est donc orthogonale a
ce plan.

d. (SA) L (ABC) = (SA) L (BC)
et (SH) L (ABC) = (SH) L (BQ).

Ainsi la droite (BC) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (SAH). Donc (BC) L (SAH).

e. (BC) L (SAH) = (BC) L (AH). Donc la droite( AH) est
la hauteur issue de A du triangle ABC.

On démontre de méme que (BH) et (CH) sont des hau-
teurs.

™ 1. a. Cest le théoréme du toit qui permet de dire
que l'intersection des plans (LJK) et (BCD) est la paral-

lele a (CD) passant par J.

b.
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Droites et plans de l'espace B

a. Les droites (AD) et (BC) sont des génératrices du
cylindre. Elles sont donc paralléles.

b. On note x la longueur OC. Le théoréme de Thales
donne I’égalité:@:@¢>mz){‘Ir 10
BC OC 9 X
_ BC

<x=90.

tan(a) —&z 0,1. Ainsi a = 6°.

M a.c.

b. (IJK)N(ABC) = (JM).
3. La section du tétraédre est le quadrilatére MIJK.

b. D'apres le théoréeme du toit, intersection cherchée
est la paralléle a (d) passant par le point /.

M a. H

b. Lintersection est la paralléle a (J) passant par A.

¢. La trace de la section sur le plan (AlJ) est contenue
dans la paralléle précédente.

d. La section est un trapeze.

X a. (CD) L (AB) et (CD) L (BH) donc (CD) L (ABH).

Ainsi le plan (BCD) contient une droite orthogonale
a deux droites sécantes du plan (ABH). Donc (BCD) L
(ABH,).

De méme pour le plan (ADH).

b. (BD) L (AH) et (BD) L (CH). Donc (BCD) L (ACH).
Ainsi (AC) L (BD).

. Si(d) //(P), alors (P) L (BCD) et donc (AD) //(BCD),
ce qui est faux.

b.0 € (P) = OA=0D.
De plus, tout point de (d) est équidistant de B, Cet D
grace au théoreme de Pythagore.

Ainsi O est équidistant de A, B, Cet D.
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B Droites et plans de l'espace

i a. ASCT est un losange donc ses diagonales sont
perpendiculaires. Ainsi (50) L (AC).

SBD est un triangle isocéle en S. Ainsi (SO) L (BD).

La droite (SO) est orthogonale a deux droites sécantes
du plan (P). Elle est donc orthogonale a ce plan.

b. ABCD est un parallélogramme car O est le milieu de
ses diagonales.

ff1.a.Dansle triangle FCH, M est le milieu de [FH] et
J le milieu de [FC]. Le théoréme de Thalés permet de
dire que (M) //(CH).

b. Démonstration analogue au 1. a. dans le triangle
ACH.

¢. Par transitivité, (JM) //(NL).

2. UM)//(NL) = (UM)//(NKL).

On peut démontrer de maniere analogue que :

(L) /(LK) = (1J) //(NKL). Ainsi le plan (IJM) contient
deux droites sécantes paralléles au plan (NKL). Donc
(UM) //(NKL).

3. Le plan (MNK) contient la droite (MN) qui est per-
pendiculaire aux droites (/K) et (LJ) du plan (UK).

Ainsi (UK) L (MNK).

fEl a. UK)//(AM) = (JK)//(P) = (UK) L (d").
Or (IK) //(d"). Donc (JK) L (IK), le triangle /JK est rec-
tangle en K.

b. Le lieu est le plan médiateur du segment[AB].

A 1. a. La droite (DH) est orthogonale aux deux
droites (HE) et (HG) sécantes du plan (HGE). Elle est
donc orthogonale a ce plan.

b. (HI) C (HGE) donc (HI) L (HD).
¢. HII'D est un rectangle car ses cOtés opposés sont

de méme longueur et ses angles sont droits car
ABCDEFGH est un cube.

d. (II') //(HD) et (HD) C (AHE). Donc (II') //(AHE).
2. a. Le théoreme de Thales dans le triangle EGH
donne JM = %HG. De méme, dans le triangle ADB, on

alJ' M= %AB. Or AB=HG. On en déduit que JM = J'M.
b. JMMJ est un parallélogramme car il a deux cOtés
JMet J'M' paralleles et de méme longueur. De plus,
(JM) //(HG) et la droite (HG) est orthogonale au plan
(AHE). On en déduit que la droite (JM) est orthogonale
au plan (AHE), donc a la droite (MM'). Le quadrilatéere
JMM?J est un parallélogramme qui a un angle droit.
C’est donc un rectangle.

¢. Les cOtés opposés d’un rectangle sont paralléles.
Donc (JJ) //(MM’). Comme (MM') C (AHE), on en dé-
duit que (JJ) //(AHE).

3. Il suffit de projeter orthogonalement K et K’ respec-
tivement sur [FG] et[BC].
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4, a. Le théoreme des milieux appliqué au triangle
AED assure que PM = lﬁ). De méme, dans le triangle

— = > —>
EHD, on a MP =—_HD. Ainsi MP = PM".
b. La projection orthogonale conserve lesmilieux.

¢. En utilisant une méthode analogue , on peut dé-
montrer que R, S et T se projettent orthogonalement
en P.Ainsi P, Q, R, S et T sontalignés.

5. Les points / et I sont les points d’intersection des
diagonales des faces supérieure et inférieure du cube.
lls appartiennent donc aux deux surfaces.

Lintersection contient d’autres points car par exemple
la droite (KK') a ses points K et K’ de part et d'autre de

la deuxiéme surface réglée.

3 1% cas : (d) et (d') sont coplanaires

1. a. Quand deux droites sont paralléles, toute per-
pendiculaire a 'une est perpendiculaire a l'autre.

b. Si on trace deux droites perpendiculaires a (d) et a
(d"), la figure obtenue en joignant les points d’inter-
section est un quadrilatére qui a quatre angles droits.
C'est donc un rectangle et donc ses cotés opposés
sont de méme longueur.

2. a. Si deux droites sont perpendiculaires, toute per-
pendiculaire a 'une est parallele a I'autre (car (d) et
(d") sont coplanaires).

b. Il n'y a donc pas de perpendiculaire commune aux
deux droites.

3.a.Si(d) //(d"), comme (d) L (d”) on en déduirait
que (d) L (d)) ce qui contredit I'énoncé.

b. Si I'angle ACB est droit alors (d)//(d") ce qui contre-
dit 'énoncé.

¢. Il n’y a donc pas de perpendiculaire commune aux
deux droites.

2¢ cas :(d) et (d') ne sont pas coplanaires

a. Le plan (P) est celui contenant (d) et la paralléle a
(d") passant par un point quelconque de (d).

Le plan (P’) est celui contenant (d’) et une perpendi-
culaire a (P).

b. Si (d)//(P’) alors (d) est paralléle a la droite d'inter-
section des deux plans et donc a (d’). Contradiction.
¢.(d") est orthogonale a (P) donc a toute droite de (P),
donc en particulier a (d).

Comme (d)//(P) , on en déduit que (d”) L (d).

d. La droite orthogonale a un plan en un point est
unique. Ainsi (d") est unique.

Cas général :

Lorsque deux droites ne sont pas coplanaires, elles
ont une perpendiculaire commune unique. Lors-
gu'elles sont coplanaires, elles en ont une infinité si
elles sont paralléles et aucune sinon.
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